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《现代 数学 基础 丛书 》 序 


对 于 数学 研究 与 培养 青年 数学 人 才 而 言 , 书籍 与 期 刊 起 着 特殊 重要 的 作 
用 . 许多 成 就 卓越 的 数学 家 在 青年 时 代 都 曾 钻研 或 参考 过 一 些 优 秀 书籍 ， 从 中 汲 
取 营 养 ， 获 得 教 益 . 

20 世纪 70 年 代 后 期 , 我 国 的 数学 研究 与 数学 书刊 的 出 版 由 于 “文化 大 革命 ” 
的 浩 动 已 经 被 破坏 与 中 断 了 10 余年 ， 而 在 这 期 间 国际 上 数学 研究 却 在 迅猛 地 发 
展 着 . 1978 年 以 后 , 我 国 青年 学 子 重新 获得 了 学 习 、 钻 研 与 深造 的 机 会 . 当时 他 
们 的 参考 书籍 大 多 还 是 50 年 代 甚至 更 早期 的 著述 ， 据 此 ， 科 学 出 版 社 陆续 推出 
了 多 套数 学 丛书 , 其 中 《纯粹 数学 与 应 用 数学 专著 》 丛 书 与 《现代 数学 基础 丛书 》 
更 为 突出 , 前 者 出 版 约 40 卷 , 后 者 则 逾 80 卷 . 它们 质量 其 高 , 影响 颇 大 , 对 我 国 
数学 研究 、 交 流 与 人 才 培 养 发 挥 了 显著 效用 . 

《现代 数学 基础 从 书 》 的 宗旨 是 面向 大 学 数学 专业 的 高 年 级 学 生 、 研 究 生 以 
及 青年 学 者 , 针对 一 些 重要 的 数学 领域 与 研究 方向 , 作 较 系统 的 介绍 ， 既 注意 该 
领域 的 基础 知识 ,又 反映 其 新 发 展 , 力求 深入 浅 出 , 简明 扼要 , 注重 创新 . 

近年 来 ,数学 在 各 门 科 学 、 高 新 技术 、 经 济 、 管 理 等 方面 取得 了 更 加 广泛 与 
深入 的 应 用 , 还 形成 了 一 些 交 叉 学 科 ， 我 们 希望 这 套 丛书 的 内 容 由 基础 数学 拓展 
到 应 用 数学 、 计 算数 学 以 及 数学 交叉 学 科 的 各 个 领域 . 

这 套 丛 书 得 到 了 许多 数学 家 长 期 的 大 力 支持 ， 编 辑 人 员 也 为 其 付出 了 艰辛 的 
劳动 . 它 获得 了 广大 读者 的 喜爱 . 我 们 诚挚 地 希望 大 家 更 加 关心 与 支持 它 的 发 展 ， 
使 它 越 办 越 好 ,为 我 国 数学 研究 与 教育 水 平 的 进一步 提高 做 出 贡献 . 


杨 乐 
2003 年 8 月 


再 版 前 言 


本 书 自 1982 年 出 版 以 来 , 承蒙 读者 厚爱 , 先后 印刷 五 次 , 三 万 二 千 余 册 . 这 期 
间 , 概率 统计 界 的 朋友 及 使 用 本 书 的 读者 , 不 断 提供 了 一 些 修改 意见 . 特别 是 安徽 
师范 大 学 本 万 瞻 教 授 指 出 , 本 书 原 第 1 章 6.3 节 定理 1( 独 立 类 扩张 定理 ) 的 证 明 可 
以 大 大 简化 并 将 他 的 证 明 寄 给 作者 ; 徐州 师范 大 学 的 戴 朝 寿 教授 把 他 在 教学 过 程 中 
发 现 的 整个 书 中 的 纶 漏 和 印刷 错误 寄 给 作者 , 北京 师范 大 学 的 张 余辉 教授 也 在 教学 
过 程 中 特别 注意 了 对 本 书 的 修正 . 

这 次 , 应 科学 出 版 社 之 邀 对 本 书 进行 修订 . 我 们 对 全 书 进行 了 仔细 的 审阅 , 采 
纳 了 上 述 同志 们 的 意见 , 对 原 书 进行 了 适当 的 修改 和 补充 . 特别 对 于 独立 类 扩张 定 
理 和 无 家 乘 积 概率 存在 定理 给 出 了 新 的 盖 述 和 证 明 . 

本 次 修订 后 仍 可 能 有 错误 和 不 妥 之 处 , 敬 请 广大 读者 提出 宝贵 意见 . 


作 者 
2009 年 2 月 


序 言 


概率 论 是 从 数量 上 研究 随机 现象 的 规律 性 的 学 科 . 它 在 自然 科学 、 技 术科 学 、 
社会 科学 和 管理 科学 中 有 着 广泛 的 应 用 . 因此 从 20 世纪 30 年 代 以 来 , 发 展 其 为 迅 
速 , 新 的 分 支 学 科 不 断 涌现 , 成 为 近代 数学 的 一 个 重要 组 成 部 分 . 

概率 论 与 数理 统计 的 严格 理论 是 以 测度 论 为 基础 的 . 为 了 适应 这 方面 需要 , 曾 
经 (或 将 要 ) 出 版 一 些 测度 论 的 书籍 . 这 当然 都 是 很 必要 的 . 但 是 在 我 们 的 教学 实 
践 中 深 深 感到 , 有 些 学 过 概率 论 与 数理 统计 基础 课 而 想 继续 自学 深造 的 读者 , 在 学 
了 测度 论 以 后 , 常常 不 能 运用 自如 地 将 它 用 来 处 理 概率 论 的 基础 问题 . 还 有 , 一 些 
有 关 多 维 随机 变量 的 内 容 很 多 书籍 认为 和 一 维 处 理 方法 类 似 , 只 是 述 而 不 证 , 实际 
上 在 某 些 重要 的 细节 方面 还 是 有 所 不 同 的 , 读者 在 这 些 方面 也 难于 获得 参考 材料 . 
因此 , 我 们 认为 , 为 了 阐明 这 些 问 题 并 使 学 生 在 学 习 测度 论 时 能 更 好 地 明确 目的 性 ， 
编写 一 本 用 测度 论 的 观点 论述 概率 论 的 书 , 对 概率 论 专业 的 教师 和 学 生来 说 , 也 许 
是 有 参考 意义 的 . 

本 书 的 目的 在 于 向 那些 已 学 过 相当 于 大 学 概率 论 基 础 课 而 希望 进一步 学 习 严 
格 数 学 理论 的 读者 提供 一 个 基础 读物 . 它 包括 了 近代 概率 论 与 数理 统计 所 必需 的 测 
度 论 内 容 、 近 代 概 率 论 的 基本 概念 、 工 具 及 其 性 质 的 严格 论述 , 特别 是 条 件 概 率 、 
条 件数 学 期 望 、 条 件 分 布 及 多 元 特征 函数 , 其 中 有 些 内 容 可 能 是 新 的 . 此 外 在 保持 
测度 论 的 系统 的 同时 , 还 特别 注意 了 应 用 测度 论 来 严格 处 理 大 学 概率 论 基础 课 中 所 
没有 讲 清楚 的 问题 . 对 于 多 元 随机 变量 的 分 布 、 特征 函数 及 其 有 关 性 质 也 作 了 严格 
的 处 理 . 本 书 的 预备 知识 是 大 学 数学 系 的 数学 分 析 、 高 等 代数 及 复 变 函数 论 . 为 便 
于 自学 , 本 书 对 概念 的 阐释 和 推理 的 叙述 都 比较 详细 . 

本 书 的 初稿 是 60 年 代 我 和 王 售 阳 同 志 讲授 概率 选修 课时 合 写 的 讲义 的 一 部 
分 . 这 次 由 我 和 刘 秀 芳 同志 进行 了 讨论 , 由 刘 秀 芳 同志 执笔 , 对 讲义 进行 全 面 的 整 
理 与 修改 , 并 在 全 国 师范 院 校 概率 统计 学 术 会 议 以 及 北京 师范 大 学 79 届 的 概率 论 
研究 生 及 进修 教师 班 上 讲授 过 . 

作者 们 深 深 感谢 张 禾 瑞 教 授 、 王 梓 坤 教授 、 孙 永生 教授 和 侯 振 挺 教 授 的 鼓励 
与 关心 ; 感谢 陈 木 法 同志 以 及 教研 室 其 他 同志 对 讲义 的 修改 、 整 理工 作 的 支持 和 关 
心 . 感谢 北京 师范 大 学 78、79 届 的 概率 论 专业 研究 生 和 进修 教师 , 他 们 阅读 了 大 
部 分 修改 稿 , 对 习题 进行 了 详细 的 检查 , 提出 了 不 少 中 肯 的 意见 . 感谢 徐 承 琴 、 朱 作 


i . 序 


宾 二 位 同志 详细 地 阅读 了 大 部 分 手稿 , 提出 了 很 多 宝贵 的 修改 意见 . 
由 于 作者 们 的 水 平 所 限 , 书 中 一 定 存 在 着 不 少 缺 点 和 错误 , 恳请 批评 指正 . 


严 士 健 
1980 年 6 月 于 北京 师范 大 学 
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第 1 章 “概率 与 测度 


本 章 将 在 回顾 概率 概念 的 实际 背景 的 基础 上 , 给 出 概率 与 测度 的 定义 ; 讨论 今 
后 常用 到 的 一 些 集 类 ( 半 集 代数 、 集 代数 、c- 代 数 等 ) 的 基本 性 质 ; 讨论 测度 的 性 质 
及 测度 扩张 问题 ; 最 后 讨论 独立 事件 类 的 扩张 问题 . 


81.1 引 言 


概率 论 是 研究 随机 现象 中 的 数量 规律 的 科学 . 

在 各 种 自然 科学 (包括 数学 ) 中 , 大 部 分 现象 的 规律 是 以 下 列 形式 表达 的 :“ 只 
要 条 件 多 一 经 实现 , 则 事件 4 必然 发 生 (或 必然 不 发 生 ).” 例 如 ,“ 如 果 平 面 图 形 
是 三 角形 (条 件 实现 ), 那么 这 个 图 形 的 内 角 和 是 180°( 事 件 4 一 定 发 生 )”; 又 如 
“一 个 力作 用 于 一 物体 时 (条 件 多 实现 ), 该 物体 必 产 生 加 速度 (事件 4 发 生 )”; 再 
如 “在 一 个 标准 大 气压 、 温度 100°C 的 条 件 下 , 水 一 定 沸腾 .” 以 下 称 在 条 件 多 下 
必然 发 生 的 事件 4 为 条 件 多 下 的 必然 事件 (或 简称 必然 事件 ), 称 在 条 件 多 下 必然 
不 发 生 的 事件 4 为 条 件 多 下 的 不 可 能 事件 (或 简称 不 可 能 事件 ). 

与 必然 事件 不 同 , 在 客观 世界 中 还 存在 这 样 的 事件 : 在 条 件 多 下 , 事件 4 可 
能 发 生 也 可 能 不 发 生 . 我 们 以 后 将 在 条 件 多 实现 时 , 可 能 发 生 也 可 能 不 发 生 的 事 
件 叫做 条 件 多 下 的 随机 事件 (或 简称 随机 事件 ). 下 面 我 们 举 一 些 例子 . 

例 1 从 某 工 厂 的 某 种 产品 中 抽出 的 一 件 产品 可 能 是 合格 品 , 也 可 能 不 是 . 在 
这 个 例子 中 , 条 件 多 是 “从 某 工厂 的 某 种 产品 中 抽出 一 件 产品 ", 事件 4 是 “ 抽 得 
的 产品 是 合格 品 ”, 显然 4 是 条 件 多 下 的 随机 事件 . 同样 , 将 “从 某 工厂 的 某 种 产 
品 中 抽 得 n 件 产品 ”看 作 条 件 多 , 则 “其 中 恰 有 件 合格 品 "(0 < k < n) 是 在 多 
之 下 的 随机 事件 . 

例 2 ”在 无 线 电 中 继 通 讯 中 , 由 于 种 种 原因 , 有 时 一 个 或 几 个 中 继 站 工作 失效 ， 
这 时 通讯 就 中 断 了 , 这 种 通讯 中 断 现象 通常 是 具有 偶然 性 的 . 因此 “通讯 中 断 ” 是 
“无 线 电 中 继 通讯 ” 这 一 条 件 下 的 随机 事件 . 若 有 个 中 继 站 , 0 < k < n, 则 “ 恰 有 
k 个 中 继 站 工作 失效 ”是 “n 个 中 继 站 的 无 线 电 中 继 通 讯 ” 条 件 下 的 随机 事件 . 

例 3 对 于 一 个 公用 电话 系统 来 说 , 电话 局 收 到 用 户 的 呼叫 是 具有 偶然 性 的 ， 
因此 “在 时 间 间 隔 (a, a 十 4 内 , 电话 局 收 到 用 户 的 次 呼叫 * 是 “这 个 公用 电话 系 
统 在 (a,a 十 4 内 工作 ”的 条 件 下 的 随机 事件 . 

例 4 钠 的 放射 性 原子 经 过 放出 粒子 而 变 成 其 他 元 素 (物理 学 称 为 晓 变 ), 但 
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是 每 个 放射 性 原子 什么 时 候 发 生 晓 变 是 具有 偶然 性 的 . 因此 , “在 时 间 间 隔 (aa 二 
内 , 给 定 的 一 抉 放射 性 铀 "(这 是 条 件 多 )“ 恰 有 n 个 原子 虹 变 ”是 一 个 随机 事件 . 

例 5 (a) 某 一 射手 向 一 目标 进行 一 次 或 多 次 射击 时 , 可 能 击 中 目标 , 也 可 能 
没有 击 中 目标 , 因此 “射手 击 中 目标 * 是 “该 射手 向 目标 进行 一 次 射击 ” 条件 下 的 
随机 事件 , 也 可 以 是 “该 射手 向 目标 进行 ”次 射击 ”条件 下 的 随机 事件 . 

(b) “ 弹 着 点 距 目 标的 偏差 为 z” 及 “偏差 在 zi, rs 之 间 ” 都 是 “进行 一 次 射击 
条 件 下 的 随机 事件 . “n 个 弹 着 点 与 目标 的 偏差 恰 有 个 小 于 z” 是 “进行 n 次 射 
击 ” 条 件 下 的 随机 事件 . 

(c) 如 果 在 目标 所 在 的 平面 上 建立 坐标 系 (不 妨 设 目标 位 于 坐标 原点 ), 则 “ 弹 
着 点 (&,n) 位 于 区 域 {(z,y) : zi 和 z < 2, < yy < 如} 内 ”是 “进行 一 次 射击 ”的 
条 件 下 的 随机 事件 . 

例 6 “一 个 在 液体 中 悬浮 着 的 质点 (例如 花粉 ) 在 时 刻 t 的 位 置 (&,n,6) 位 
于 区 域 {(z,y,2z): Zz1 7z< zz <Yy< yz1 < z<2z2} 内 ”是 随机 事件 . 

下 面 我 们 引入 概率 的 概念 并 说 明 概 率 的 直观 含义 . 

研究 随机 事件 有 两 种 途径 : 一 种 自然 的 想法 就 是 像 我 们 研究 必然 事件 那样 , 去 
进一步 寻求 随机 事件 发 生 的 条 件 , 但 是 只 要 对 上 面 举 出 的 一 些 例子 分 析 一 下 , 就 可 
以 发 现 这 种 做 法 几乎 是 不 可 能 的 , 而 且 也 是 不 必要 的 . 例如 对 于 例 3, 要 想 事先 找 
出 “在 (a,a+ 相 内, 电话 局 收 到 用 户 的 大 次 呼叫 " 这 一 随机 事件 发 生 的 条 件 是 不 可 
能 的 . 另 一 方面 , 电话 局 所 关心 的 只 是 平均 或 大 致 有 多 少 次 呼叫 , 从 而 估计 电话 局 
的 线路 及 接线 员 是 否 够 用 , 是 否 有 浪费 现象 . 因此 , 寻求 事件 确切 发 生 的 条 件 的 要 
求 也 是 不 必要 的 . 既然 电话 局 所 关心 的 问题 是 “大致” 有 多 少 次 呼叫 , 因此 就 产生 
了 求 这 个 随机 事件 出 现 的 “可 能 性 ”的 想法 . 

这 种 寻求 随机 事件 “发 生 的 可 能 性 ”的 想法 , 在 人 们 实践 中 是 很 自然 的 . 例如 ， 
人 们 对 于 工厂 生产 好 坏 的 判别 标准 之 一 是 它 的 产品 的 合格 率 , 即 产 品 中 合格 品 个 数 
与 产品 总 数 的 比值 ; 一 种 药物 对 某 种 疾病 的 疗效 用 治愈 率 , 即使 用 过 该 药 的 患者 中 
治愈 人 数 与 总 人 数 之 比 来 判断 ; 对 于 射手 的 射击 技术 的 判别 标准 之 一 是 它 的 命中 
率 , 即 射击 命中 次 数 与 射击 总 次 数 之 比 . 合格 率 、 治 傅 率 及 命中 率 都 是 人 们 所 关心 
的 随机 事件 发 生 的 可 能 性 的 一 种 描述 ， 从 这 些 例子 可 以 概括 出 频数 与 频率 的 概念 
如 下 : 车 在 多 的 n 次 实现 之 下 , 事件 4 发 生 的 次 数 是 ja, 称 它 为 4 在 儿 m 次 实 
现 之 下 的 频数 ; 而 称 经 为 事件 4 在 多 m” 次 实现 之 下 的 频率 (简称 频率 ), 记 作 vA， 
它 表 示 4 在 多 之 下 发 生 的 可 能 性 . 当 进一步 考察 4 的 频率 v4 时 , 我 们 发 现 v4 
对 于 多 的 不 同 的 n 次 实现 一 般 来 说 是 不 同 的 , 但 是 大 量 的 实践 表明 , 对 于 固定 的 
随机 事件 4 来 说 , 当 n( 条 件 多 实现 的 次 数 ) 较 大 时 , va 有 经 常 接近 于 一 个 常数 的 
趋势 , 并 且 当 n 越 大 时 , 接近 的 程度 也 就 更 为 显著 , 接近 的 次 数 也 越 经 常 . 因此 有 
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理由 认为 这 个 与 4 有 关 的 常数 ( 记 作 P(A4)) 刻 划 了 4 的 一 种 重要 特性 一 一 事件 
4 发 生 的 可 能 性 . 我 们 称 P(4) 为 随机 事件 4 在 条 件 2 下 的 概率 . 

实际 上 , 上 面 提出 的 概率 概念 只 是 一 个 说 明 , 并 不 能 作为 数学 定义 . 为 了 将 概 
率 论 建立 在 严格 的 基础 上 , 首先 要 对 随机 事件 给 出 数学 定义 , 然后 给 出 概率 的 定义 . 
下 面 几 节 将 逐步 进行 这 一 工作 . 


81.2 ”事件 与 集合 


本 节目 的 是 在 对 随机 事件 进一步 分 析 的 基础 上 , 将 它 定 义 成 某 一 与 条 件 有 关 的 
集 (基本 事件 空间 ) 的 子 集 , 然后 引进 事件 运算 的 概念 . 


1.2.1 基本 事件 空间 与 事件 


从 上 一 节 例 子 可 以 看 出 : 在 给 定 条件 多 下 , 随机 事件 通常 有 很 多 个 . 我 们 现在 
来 研究 这 些 随机 事件 能 否 由 一 组 “基本 ”事件 “组 成 ” 的 问题 . 先 看 一 些 例子 ， 

例 1 设 儿 表示 “从 某 工厂 的 某 种 产品 中 抽出 ” 件 ” 这 一 条 件 . 如 果 我 们 感 
兴趣 的 是 研究 在 多 下 抽 得 产品 中 的 合格 品 件数 的 问题 ,那么 很 自然 地 要 考虑 随机 
事件 4A,k = 0,1,… ,n, 其 中 hk 表示 “ 抽 得 的 产品 中 合格 品 的 件数 为 k”; 一 般 ， 
可 以 考虑 合格 品 的 件数 在 某 一 范围 之 内 的 事件 , 例如 Bs 一 一 “ 抽 得 产品 中 合格 品 的 
件数 不 超过 kr 这 类 事件 ; 更 一 般 的 情况 是 考虑 事件 Fs, 它 表 示 事 件 “ 抽 得 产品 中 
合格 品 的 件数 Re 4”, 其 中 4 是 整数 集 2 三 {0,1,2,… ,nj 的 任 一 子 集 ， 也 就 是 
说 , 车 4 = {hi,… ,km} C 2 则 Fi 表示 事件 “ 抽 得 产品 中 合格 品 的 件数 为 户 ， 
或 ko,… ,或 km". 

现在 我 们 来 分 析 一 下 事件 4A, Bs 及 Fi 之 间 的 关系 . 容易 看 到 , Bi 也 可 以 表 
达成 “ 抽 得 产品 中 合格 品 的 件数 是 0, 或 是 1,… , 或 者 妃 . 于 是 在 条 件 多 的 每 一 
次 实现 之 下 ( 即 每 “ 抽 n 件 产 品 ”一 次 ), 事件 Bs 发 生 当 且 仅 当 ho, 41,… ,4x 有 
一 个 发 生 . 这 说 明 事件 包 与 事件 集 {4o, A1,… ,Ak} 相互 唯一 决定 (实际 上 B 
可 以 表达 成 “ho, 或 41,… ,或 41"). 一 般 地 ， 由 上 一 段 对 Fi 的 解释 可 知 : 在 条 
件 多 的 每 一 次 实现 之 下 , 事件 Fi 发 生 当 且 仅 当 A%,,… , hk,,， 有 一 发 生 ， 从 而 
事件 所 与 事件 集 {44,,… , A,} 相互 唯一 决定 ， 这 样 , 我 们 就 可 以 把 事件 玉 
与 事件 集 {A : k € 4A} 等 同 起 来 . 又 Fz, 显然 是 多 之 下 的 必然 事件 ,按照 上 述 
约定 , 它 与 事件 集 {A : k € Zn} 等 同 . 另 一 方面 , 在 的 每 一 次 实现 之 下 , 事 
件 ho, A1,… ,4。 有 一 且 仅 有 一 发 生 .， 因此 从 考虑 多 之 下 合格 品 件 数 问 题 的 角 
度 来 看 , 事件 ho, 41,:… , 4。 可 以 唯一 地 表示 一 切 事件 ,4 C Zn; (同时 它 本 身 
也 “不 必 再 分 细 ”) 从 而 可 以 认为 : 事件 ho, A1,… , 4 是 全 体 基本 事件 ; 事件 集 


@ 符号 全 读 作 “ 定 义 作 ”. 
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{4o, 41,… , An} 是 基本 事件 空间 , 记 作 0; 它 本 身 表示 在 条 件 多 下 的 必然 事件 ; 
所 定义 为 8 的 子 集 Fn 人 {hx :ke A}. 

例 2 (参看 81.1 例 3) 用 名表 示 “ 某 公用 电话 系统 在 时 间 间 隔 (a,a 十 4] 内 
工作 ”这 一 条 件 . 假定 我 们 希望 研究 的 是 总 机 在 (a, a 十 内 收 到 用 户 的 呼叫 次 数 问 
题 . 那么 和 例 1 类 似 , 可 以 只 考虑 事件 i: 现在 Fs 表示 “总 机 在 (a,a 十 4] 内 收 到 
用 户 的 呼叫 次 数 k € 如, 其 中 4 是 非 负 整 数 集 24 = {0,1,2,…} 的 任 一 子 集 . 

令 A = 所 j,k e€ 21, 和 例 1 的 分 析 完全 类 似 (建议 读者 仔细 分 析 一 下 ) 可 以 
得 到 下 述 结论 ; 在 条 件 多 下 , 考虑 总 机 收 到 用 户 呼叫 次 数 的 问题 时 , 可 以 认为 事件 
集 2 = {4k, Re 24+} 是 基本 事件 空间 , 它 本 身 表示 在 条 件 罗 下 的 必然 事件 , Fh 定 
义 为 的 子 集 PMAE{4k :Re A}. 

例 3 (参看 81.1 例 5) 用 多 表示 “ 某 射 手 向 目标 进行 一 次 射击 ” 这 一 条 件 . 
如 果 我 们 希望 研究 弹 着 点 与 目标 的 偏差 问题 , 那么 一 般 可 以 只 考虑 这 样 一 些 随机 事 
件 : Br 一 一 “ 弹 着 点 与 目标 的 偏差 z e 7m, 其 中 了 表示 非 负 实 半 轴 Rj 三 [0, oo) 的 任 
一 子 区 间 . 

令 wz e R+ 表示 随机 事件 “ 弹 着 点 与 目标 的 偏差 为 z”, 和 例 1 的 分 析 类 似 
可 以 得 出 结论 : wz,z e R+, 是 基本 事件 , 集 8 = {wz,z e R+} 是 基本 事件 空间 ， 
盏 ,Tc Ri, 定义 为 2 的 子 集 Br 人 {fwo :ze 有. 

例 4 (参看 81.1 例 6) 用 儿 表示 “液体 中 有 一 悬浮 质点 ”这 一 条 件 , 我 们 希 
望 研究 这 一 质点 在 时 刻 t 的 位 置 问题 . 可 以 只 考虑 随机 事件 Bp =“(6 6) e D”， 
其 中 D 表示 三 维 直角 坐标 空间 RG) 的 某 一 区 域 (例如 不 妨 先 只 考虑 D 是 可 求 体 
积 的 区 域 ), (上 ,m 5) 表示 该 悬浮 质点 在 时 刻 t 的 位 置 . 

以 wya (zz) € RG3), 表示 随机 事件 “(&,n,C) = (zz)” 即 “悬浮 质点 
在 时 刻 t 的 位 置 在 (z,y,z) 处 ”. 那么 和 前 面 的 分 析 类 似 , 可 以 认为 8 = {ww,y,z) : 
(xz,y,z) € RG3)} 为 基本 事件 空间 , 9 表示 在 条 件 多 下 的 必然 事件 . 而 Bp 定义 为 
BpE{w(r,y,z) : (7,y,2) € D}. 

”这些 例子 说 明 , 当 我 们 希望 研究 某 随 机 事件 类 E 时 , 可 以 找到 一 族 在 条 件 2 
下 “不 能 或 不 必 再 分 "(对 E 来 说 ) 的 随机 事件 , 它们 组 成 的 集合 记 作 2, 使 得 在 多 
的 每 次 实现 之 下 有 一 且 仅 有 一 we 2 发 生 ; 而 且 随 机 事件 类 E 与 8 的 某 一 子 集 类 
E 按 下 述 法 则 一 一 对 应 : 4 eE 与 4 ee 对 应 是 指 在 多 的 每 次 实现 之 下 , 4 发 生 
当 且 仅 当 有 一 w e 4 发 生 . 根据 这 个 法 则 , 我 们 今后 将 事件 4 与 4 等 同 , 而 且 认 
为 研究 条 件 多 下 的 随机 事件 类 E, 就 是 研究 相应 的 集 2 的 子 集 类 e, 而 2 称 为 名 
下 的 基本 事件 空间 , e 中 的 元 (2 的 子 集 ) 称 为 (随机 ) 事 件 , 2 本 身 是 必然 事件 , 空 
集 gg 是 不 可 能 事件 . 

这 里 我 们 要 强调 指出 “不 能 或 不 必 再 分 ”是 相对 于 所 考虑 的 随机 事件 类 而 言 ， 
并 不 是 绝对 的 . 事实 上 , 在 给 定 条 件 多 下 , 基本 事件 和 基本 事件 空间 的 选取 并 不 是 
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唯一 的 , 而 且 对 具体 问题 来 说 , 基本 事件 选取 恰当 , 常常 有 助 于 更 快 地 解决 问题 . 

例 5 在 例 1 中, 我 们 也 可 以 选取 另外 的 事件 为 基本 事件 . 我 们 用 w 表示 “ 抽 
出 一 件 产品 是 合格 品 ” 这 一 事件 , 用 we 表示 “抽出 一 件 产品 不 是 合格 品 ” 这 一 事 
件 ; 然后 用 n 元 组 (ol wo,… ,wn), 其 中 每 一 wx 可 取 w 或 we ,表示 依次 抽出 nn 件 
产品 所 得 到 的 随机 事件 . 这 样 , 每 抽出 ” 件 产品 , 下 列 2" 个 随机 事件 


(wu W2) ，wn)， wm 二 由 或 we， m= 1,2,…,n. (1) 


有 一 且 仅 有 一 发 生 . 于 是 由 (1) 中 所 列 出 的 2" 个 随机 事件 作成 的 集 就 是 基本 事件 
空间 . 此 时 例 1 中 的 事件 A 在 目前 情况 下 便 不 再 是 基本 事件 , 而 是 (1) 中 怡 有 k 
个 wo, =w 的 那些 基本 事件 组 成 的 集 . 这 样 的 基本 事件 共有 () 个 , 其 中 表 
示 个 不 同 元 素 中 取 大 个 的 组 合 数 

例 6 在 例 3 中 , 有 时 也 可 以 选 另 外 的 事件 . 我 们 采取 8 1.1 例 5(c) 的 办 法 . 弹 
着 点 的 坐标 以 (&,n) 表示 , 以 Xe wy 表示 随机 事件 “(&,n) = (2,9)”, (7,y) < RO2)( 二 
维 直角 坐标 空间 ), 于 是 在 “进行 一 次 射击 " 的 条 件 下 , 和 (sw), (z, 奶 & RC), 有 且 仅 
有 一 发 生 , 从 而 随机 事件 集 Qi = {Xe ，,(z, 妇 < RG)} 也 可 以 认为 是 “进行 一 次 和 
击 " 的 条 件 下 的 基本 事件 空间 , 并 且 例 3 中 的 随机 事件 wz e R;, 在 02 中 应 该 
是 {Mw,y) :72 + 二 z2}, 而 Bi, 应 该 是 f21 中 的 子 集 {Xz,y) : Vz2 十 吧 € 1}. 


1.2.2 ”事件 的 运算 与 集 的 运算 


为 使 概率 能 作为 数学 对 象 运算 , 必须 要 讨论 随机 事件 之 间 的 关系 . 在 给 出 数学 
定义 之 前 , 先 作 一 些 直观 考察 . 

设 ,B,C 是 在 条 件 多 之 下 的 三 个 随机 事件 , 车 在 的 每 次 实现 下 , C 发 生 
当 且 仪 当 A,B 至 少 有 一 发 生 , 则 称 C 为 4, B 的 和 , 记 作 G = 4U B; 若 在 9 的 每 
次 实现 下 , G 发 生 当 且 仅 当 未 巨 都 发 生 , 则 称 G 为 4, B 的 积 , 记 作 C = 4n Bi; 车 
在 多 的 每 次 实现 之 下 , 4 发 生 导致 B 发 生 , 则 称 B 包 含 4, 记 作 Ac 8 或 B24. 
例如 , 车 4,B 分 别 是 例 1 中 的 Fi, Fas, 则 Fa,UF4, = Fy,, FaNPFa, = Painns 
且 若 4:Cc4>, 则 Fi CF,, 其 中 Ah1U42, 4in42, A1C hs 分 别 表示 集 41, 42 的 并 、 交 
及 包含 关系 . 显然 容易 从 例 2 一 4 举 出 各 种 具体 例子 . 

因此 按照 1.2.1 的 法 则 易 证 , 在 多 的 每 一 次 实现 之 下 , 4UB( 相 应 地 : 4m8) 发 生 
当 且 仅 当 有 一 we 4 或 we B( 相 应 地 : we 4 且 we B) 发 生 , 即 有 一 we AUB( 相 
应 地 : w e 4nB) 发 生 (其 中 AUB,AnB 分 别 表示 集 4,B 的 并 与 交 ). 因此 , 事件 
的 和 与 积分 别 与 2 的 相应 子 集 的 并 与 交 对 应 . 其 次 , 若 4 c B, 则 在 多 的 每 次 实 
现下 , 和 发 生 当 且 仅 当 4, 芒 都 发 生 , 即 当 且 仅 当 4AnB 发生, 所 以 有 4 = AN 8B. 
按照 1.2.1 的 对 应 规则 及 上 面 证 明 的 A4nB 与 4n B 对 应 的 结论 知 4= An B, 即 
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A c B, 这 就 证 明了 : 若 A cB, 则 4 c B. 上 面 各 个 证 明 步 又 都 是 可 以 反 推 的 , 所 
以 有 , 车 4 c B, 则 4 c B. 因此 , 事件 的 包含 关系 4 c B 等 价 于 2 中 相应 子 集 
4,B 的 包含 关系 4 cC B. 


定义 1 设 0 是 一 集合 , 称 为 一 个 基本 事件 空间 , E 是 2 的 某 些 子 集 作 成 的 
类 , 称 为 关于 9 的 事件 类 , 对 于 4, Be & 若 AU Be E( 相 应 地 ; A Be EE) 则 称 
AU B( 相 应 地 : A nN B) 为 事件 4, B 的 并 或 和 (相应 地 : 交 或 积 ). 若 2 € E, 则 称 9 
为 必然 事件 ; 若 ge E, 则 称 Cg 为 不 可 能 事件 . 对 4,B e €, 若 4N B= 29, 则 称 
4, B 互 不 相 容 ; 车 4nB=% 且 AUB = 0 则 称 4,B 互 为 对 立 事件 , 4 的 对 立 事件 
( 余 集 ) 记 作 h°: 事件 4 一 B= AN Be 称 为 4,B 的 差 , 4 和 B=(4-B)U(B-4) 
称 为 4, B 的 对 称 差 ; 若 4 C B, 则 称 事件 4 被 B 包含 或 B 包含 4. 

由 以 上 定义 可 以 看 出 随机 事件 类 就 是 一 个 集 2 的 一 个 子 集 类 . 这 样 定义 使 我 
们 可 以 充分 应 用 集合 论 的 结论 和 公式 . 但 对 于 具体 的 随机 现象 , 还 需要 具体 决定 人 
及 上 . 


为 了 应 用 , 我 们 还 将 事件 的 运算 推广 到 事件 的 有 限 类 或 可 数 类 上 去 , 这 就 是 
定义 2 设 e 是 关于 基本 事件 空间 2 的 一 个 事件 类 , 若 {4 :me 了 Tce， 
其 中 了 工 是 非 空 有 限 集 或 可 数 集 , 则 An, 0 An( 若 它们 仍 属于 E 的 话 ) 分 别称 为 


{hn : n € 了 1} 的 并 , 交 ; 车 I= 2 则 的 定 Us = 8%, 04 = 1; 若 4nmne 了 两 
两 不 交 , 则 称 {4。m e IT} 两 两 互 不 相 容 . 此 时 称 它们 的 并 为 和 ， 记 作 i 
下 面 列 出 一 些 事件 的 运算 性 质 ( 即 集合 运算 性 质 ): 
(i (A4UB)UC= AU(BUO); 
(ANB)NC= AN(BNMO); 
(AAB)AC=AA(BADO):; 
(Dj AUB= BUAh; ANB=BNAh; AAB=BAA; 
(iii) (A4NB)UC= (AUC})N(BUO); 
(AUB)NC= (ANC)U(BNO); 
(AAB)NC=(ANC) A(BNO); 
(iv) ANA°:=%2; AUA°= 
(v) (4°) =4 = 2°=0; 


OU A a 二) 二 局 二 


81.2 ”事件 与 集合 7. 


习题 及 补充 
1. 试 证 : 
i) AAB=(AUB)-— (4NB)= (4NB°)U(A°ND); 
AAB=BA AhA; 


i)j AAg=A;AAN=A°; AAB= 4cABc; 
十) (4AB)AC = 4A(BAC); 
(AAB)NC= (ANC)A(BNO); 
iv) AUB= (AAB)+(A4NDB); 
v) (A1U A2) A (Bi1 UB»2) C (AiA Bi)U (hs A B»); 
vi (Ai1— A2) A (Bi — B2) Cc (Ai A Bi)U (hs A B,). 
2. 若 Nc B, 试 证 : 
ij) AUN=(4-B)AIBN(AUN):; 
i)j AAN=(4-B)U[BN(AA NN). 
3. 设 41, 42,… 是 任 一 集 序列 , 若 令 


n—l 


义 = 和 ~-(U 4 n= 1,2,.…, 
k=1 
则 41, 45,… 两 两 不 相交 且 

人 

n=1 n=1 


4. 设 {4} 是 一 个 集 序列 , 车 4* 是 由 一 切 具 有 下 列 性 质 的 元 素 w 作成 的 集 : w 
属于 无 穷 多 个 4 则 称 4* 为 集 序列 {4%} 的 上 极限 , 并 记 作 


A” = im An (或 lim sup 入 
若 4, 是 由 一 切 具 有 下 列 性 质 的 元 素 w 作成 的 集 : 只 有 有 限 个 4, 不 含有 ww, 则 称 
4 为 集 序 列 {4"} 的 下 极限 , 并 记 作 


A;: 二 lim An( 或 liminf 4,). 
n>00 We 
试 证 : 
A=U fAn, A=N UAn, 4.cA’ 
n=1 m=n n=1 m=n 


让 车 hichzcC…， 则 4=4*= An: 
n=1 


.8. 第 1 章 ”概率 与 测度 


车 41 DD A DD-…， 则 4, = 4* = 站 An; 
n=1 
也) 若 4, B 是 任意 两 个 给 定 的 集合 ， 


则 lm 4,=4nB， lim A, = AU B:; 
iv) 若 4 是 任 一 集合 , 则 有 
A—A.= lim (A4— A,); 
也 一 OO 
A— A*= lim (4— A,). 


及 一 Oo 


设 hn = (一 00, zn),n = 1,2.… ,zn 是 实数 , 试 求 集合 4,, 4*. 


81.3” 集 类 与 单调 类 定理 


在 对 随机 现象 的 研究 中 , 我 们 要 通过 事件 的 相互 联系 去 认识 随机 现象 的 规律 
性 , 因此 往往 是 要 研究 一 下 事件 类 , 这 个 事件 类 要 在 某 些 运算 之 下 封闭 . 我 们 已 经 
建立 了 事件 的 集合 表示 , 因此 我 们 需要 研究 对 某 些 运算 封闭 的 集 类 . 
1.3.1 ” 半 集 代数 与 集 代数 

半 集 代数 ( 亦 称 半 布尔 代数 、 具 单位 的 半 环 ), 是 我 们 经 常 遇 到 的 一 种 集 类 , 它 
是 从 直线 上 的 区 间 类 、 平面 上 的 矩形 类 抽象 出 来 的 一 种 集 类 . 

定义 1 9 的 子 集 类 .y 称 为 9 中 的 半 集 代数 , 如 果 它 满足 

ID) CQE.9.OE .2 

IH) 若 4,Be., 则 4n 刀 e.Zi 

IDD) 若 4, 41 € .9, 4 C h, 则 存在 n, 存在 4A2,… , An e .9 41… ,hn 两 两 
不 交 且 4 = 》, 4k. 

性 质 1 “在 II 成 立 的 条 件 下 , II 等 价 于 有 

II) 车 4 es .9, 则 存在 n, 存在 41,… ,4。 e .7, 两 两 不 交 且 4e = 》) 46. 

证 车 III 成 立 , 设 4e, 则 4cQe. 因而 存在 Pa € 
9, 4 41,… , An 两 两 不 交 且 8 = 4 + 》 hx, 于 是 4° = 》, hx, 即 IT 成 立 . 
反之 , 车 IIT 成 立 , 设 A1,Ae 多 且 hi CA 则 存在 4,… ,人 e .7, 两 两 不 交 且 


81.3 和 集 类 与 单调 类 定理 人 


44=》45 则 4=4n4+4n4=4+>(4n4 令 如 = 妈 n4 则 由 开 

k=2 k=2 
知 4k € .7,k=2,… ,n 且 A1,… ,An 两 两 不 交 , A = 》 Ak. 

k=1 

例 1 在 81.2 例 2 中 , 车 令 2 = {Ap :ke Zh= {At:igk< 
四 则 = {Bj :i jij€ 2+ 或 i = o0} 是 2 中 的 半 集 代数 . 

例 2 在 8L2 例 3 中 , 令 9={BT:T=[awb0< 和 ao 和 bs 和 ool 是 0S{w: 
ze [0, 00)} 中 的 半 集 代数 . 

例 3 设 1R( 即 (-o00,o0)), 则 
.7D = {4 : 4 = RR 或 [a,0) 或 (-o0,5) 或 [a,o0),a,b E R} 是 R 中 的 半 集 代数 , 其 中 
lab) = {ze R:ag<z<b}. 

例 4 设 人 =R2, 令 


0 = {[a,b) :a = (01,02),a1,42 € R 或 = -oo，8= (6b1,62),b1,b2 € RR 或 = 十 oo0}， 


其 中 [a,b) = {(zx,y) : a1 7 <b1,a2 < Y < bo, 当 ql 或 az = -co 时 “< 和 "理解 为 <”}. 
则 3 是 RQ) 中 的 半 集 代数 . 

证 ” .FQ 显然 满足 LT II, 故 只 需 验 证 ITT 成 立 . 设 4 = [a,b),a = (a1,a2),b = 
(51,b2), 若 令 


A1={(zYy): -0<z<h, -oo <Yy < az 
A2={(z,Yy): 一 oo<7ZT<al aa <Yy < 上 +ooj; 
43 = {(z 作 : agzr<too, by<+o0); 
44 = {(7,Y) : bi1&zX<+%, -0 <Yy<b2), 


注意 : ”车 al 或 a。= -oo0, 上 述 各 集合 的 表示 式 中 ol < 或 a。< 相应 地 改 为 
“al <” 或 “as <”, 则 41,… , 44 皆 属 于 .2) 且 两 两 不 交 , 并 有 


4 
42= RD- 一 4=》4i 
i=1 
故 II 成 立 . 
我 们 研究 随机 事件 , 经 常 需 要 考虑 事件 的 和 、 差 、 积 以 及 对 立 事件 , 于 是 就 需 
要 研究 对 并 、 差 、 交 及 求 余 运算 封闭 的 集 类 . 这 就 是 集 代 数 ( 亦 称 布尔 代数 或 具有 
单位 的 环 ) 的 概念 . 
定义 2 0 的 子 集 类 多 称 为 2 中 的 集 代 数 ( 亦 称 布尔 代数 ), 如 果 它 满足 
1) Ne; 
了) 若 4,Be 多 , 则 AUB,ANB,A-Be 儿 ; 
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IDD) 若 4e 多 , 则 Ace 多. 

§ 1.2 例 1、 例 2 及 例 4 中 的 集 类 都 是 集 代数 . 

性 质 2 0 的 子 集 类 多 是 集 代数 的 充分 必要 条 件 是 它 满足 L III 及 

II) 若 Ae 多 ,Be 多 , 则 AUBEe 多. 

证 ”必要 性 是 显然 的 . 要 证 充分 性 只 需 证 明 : 若 4, Be 多， 

则 4 一 Be 多 ,ANBe 多 , 今 证 明 此 事 . 

由 集合 的 运算 可 知 , 对 2 的 任何 子 集 4,B 有 

(1) (4NB): = A:UB’:; 

(2) (49) = 4 

(3) A~-B= ANMB° 
成 立 , 故 若 4, Be 多, 则 由 III 知 4° e 多 , Be e 多 , 因而 由 II 知 4cU Be e 多 , 故 
由 (1 知 (4NB)ce 多 ,再 由 II 及 (2) 知 


(4) ANBEe 2. 
其 次 若 4, B e 多 , 则 由 III 知 4, Be e 多 ,于 是 由 (3), (4) 知 4-B=ANBce2Z, 
因此 性 质 2 获 证 . 口 


性 质 3 92 的 子 集 类 多 是 集 代数 的 充分 必要 条 件 是 I III 及 

II) 若 4h,Be 多 , 则 A4NBEe 多 ; 
或 I 及 

HI) 若 4,Be 了 F, 则 A4 一 Be 多. 

应 用 性 质 2 及 集合 的 运算 性 质 不 难 证 明 此 性 质 , 留 给 读者 来 完成 . 

由 归纳 法 不 难 证 明和 集 代数 对 有 限 并 、 有 限 交 运算 封闭 . 

半 和 集 代数 与 集 代数 有 着 密切 的 关系 , 首先 , 任 一 个 集 代数 显然 是 半 集 代数 ; 其 
次 , 如 果 给 了 一 个 半 集 代数 .9, 不 难 构 造 一 个 包含 .98 的 集 代数 , 这 就 是 下 面 的 

定理 1 车 .x 是 2 中 的 半 集 代数 , 则 集 类 


多 全 (1 :4=》 Arn>1,Ar eH, k=1,2,.. 两 不 交 
k=1 

是 集 代数 , 且 多 是 包含 .9 的 最 小 集 代数 , 即 若 有 和 集 代数 .多 ' 2 .7, 则 多 ' 2 多. 包 
含 .9 的 最 小 集 代 数 记 作 多 (7). | 

证 ”由 于 集 代数 对 有 限 并 运算 封闭 , 故 若 多 ' 是 包含 .> 的 集 代数 , 则 必 有 
多 ' D 多 . 因此 如 果 多 是 集 代数 , 则 .多 必 是 包含 .9 的 最 小 集 代数 , 今 往 证 多 是 
集 代数 . 

由 于 8 € .9 C 多, 故 由 性 质 3 知 要 证 多 是 集 代数 , 只 需 证 : 若 4,B e 多 , 则 


§1.3” 集 类 与 单调 类 定理 .11. 
ANB,A°e 多 .由 4,Be 多 ,有 
A= >》 4i， By 
i=1 7=1 
{A1,.… , An} C > {B1,*… , Bm} € 4 都 是 两 两 不 交 的 子 集 系 ， 
ANB= VY hnBi 
i=1 j=1 
由 半 集 代数 定义 知 h; n Bi e 7,i = 1,… ,n,j = 1,…,m 且 两 两 不 交 ， 从 而 
ANBe 多 , 即 多 对 有 限 交 封闭 . 而 
4°= | 4s, 
[OS 


由 性 质 1 知 每 一 4f 是 .9 中 有 限 个 两 两 个 交集 的 并 , 故 4f e 多 , 再 由 多 对 有 限 
交 运 算 封 闭 即 知 4° e 多 . 口 
例 5 令 .7 如 例 3 所 述 , 则 


Fs{4 :ACRA=) 4h,Aie 0), 


i=l1 


;二 1,.n 两 两 不 交 ,n> 1) 
是 一 R 中 的 集 代数 
例 6 车 0 是 任 一 非 空 集合 , 4 C 2, 令 
多 = {8,7,4,4°}. 
则 多 是 一 8 中 的 集 代数 . 
1.3.2 -代数 


在 研究 随机 事件 时 , 不 仅 涉 及 到 事件 的 有 限 并 、 有 限 交 , 而 且 往 往 涉 及 到 事件 
的 可 数 并 与 可 数 交 , 于 是 需要 研究 对 可 数 运 算 封 闭 的 事件 类 . 

定义 3 称 8 的 子 集 类 oy 为 8 中 的 o- 代 数 , 如 果 它 满足 条 件 

DRew; 

I 车 A4e wx, 则 Ace wy; 

IDT) 车 hn e ,n= 1,2,…, 则 U4 EA. 


性 质 4 任 一 o- 代 数 ox 必 为 一 集 代数 . 
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证 ”由 性 质 2 知 , 只 需 证 明 sx 对 有 限 并 运算 封闭 . 若 4, Be 必 , 则 令 41 = 

4, hz = B,An = 20,n>3, 而 = f°€ ,于 是 hn € ,n= 1,2,…. 由 o- 代 数 

定义 中 的 II 知 4U B= [4。e oy. 故 得 证 . 口 
钴 二 


性 质 5 ”0 的 子 集 类 xy 是 一 个 o- 代 数 的 充分 与 必要 条 件 是 I II 及 
IT) 车 Anexn=42.…, 则 站 Anewm. 
n= 二 1 


证 ” 先 证 必要 性 . 若 gy 是 o- 代 数 和 且 4。e wm = 1,2,…，, 则 由 工 知 he e 
Yn=1,2,…, 由 II 知 日 he ex 而 (PF 4 ,再 由 开 知 从 4， = 
= ?一 和 n=1 


( U 全] E YY. 故 IIT 成 立 . 
n=l1 

再 证 充分 性 : 车 w 是 8 的 子 集 类 , 且 满 足 I II 及 IIT, 今 证 III 成 立 . 车 
4 € on 二 12,.…, 则 由 公式 0 4 = 崩 he 及 上 述 方法 易 证 站 hse xz 

人 二 和 二 n=1 n=1 

即 III 成 立 . 

性 质 6 ”0 的 一 切 子 集 构成 的 集 类 是 8 中 的 一 个 o- 代 数 . 

易 知 , 的 一 切 子 集 构成 的 集 类 对 任何 集运 算 都 是 封闭 的 , 因此 它 也 是 半 集 代 
数 、 集 代数 、 o- 代 数 

性 质 7 任意 多 个 2 中 的 o- 代 数 的 交 仍然 是 2 中 的 o- 代 数 . 即 若 {fr}, e 
卫 , (I 是 任 一 非 空 指标 集 ) 是 8 中 的 o- 代 数 作 成 的 类 ， 则 a 是 2 中 的 一 个 

€ 

o- 代 数 . 

证 令 双 = 门 YY. 由 于 fe Yr,7T eT, 故 R € 门 Wr = 2; 其 次 ,车 

Terl reTr 


A € 好 , 则 对 一 切 7Y € T,h € YY, 由 YY 是 o- 代 数 知 4c e YY, 7 ee 了 因而 
4ece 门 wr; 第 三 , 若 4 € ,n= 1,2,…, 则 对 每 一 7 了 eT 来 说 , 4。e fr,n = 
Ter 


1,2,…, 故 由 Yr 是 o- 代 数 知 U An, € cr Ye 了， 因而 U An Ee 和 AT = 地， 
n=1 n=1 TeT 


总 结 以 上 三 点 , 即 知 gy 为 一 o- 代 数 . 口 
我 们 现在 来 证 明 , 2 的 任 一 子 集 类 总 可 以 扩张 成 为 2 中 的 一 个 于 代数 , 这 就 
是 
定理 2 设 E 是 2 的 一 个 子 集 类 , 则 有 一 2 中 的 c- 代 数 on 存在 , 它 具 有 下 
列 性 质 : 
i EC 26; 
让) 车 yf 为 8 中 的 o- 代 数 且 EC, 则 %cC wy， 
并 且 具 有 性 质 i), i) 的 o- 代 数 由 & 唯一 决定 . 


$1.3 ”和 集 类 与 单调 类 定理 .13. 


证 ”由 于 2 的 一 切 子 集 构 成 的 集 类 是 一 o- 代 数 且 显然 包含 E, 故 8 中 包含 
E 的 o- 代 数 的 类 是 不 空 的 , 令 o% 是 8 中 包含 E 的 一 切 o- 代 数 的 交 , 则 由 性 质 7 
知 m% 是 8 中 的 一 个 o- 代 数 且 显然 包含 &, 即 m6 满足 i), 而 由 于 om 的 定义 知 它 
具有 性 质 ii). 

其 次 , 设 4 是 具有 性 质 i), i 的 任 一 o- 代 数 , 则 因 4 是 包含 € 的 .c- 代 数 ， 
由 这 知 o% Cc oh, 另 一 方面 由 于 4 是 包含 E 的 -代数 , 而 m4 具有 性 质 让 , 故 
2 C 2%, 因此 hi = %, 即 具 有 性 质 i), ii) 的 o- 代 数 由 E 唯一 决定 . 口 

满足 定理 2 中 性 质 iD), 这 的 -代数 在 今后 的 讨论 中 具有 重要 的 地 位 , 因而 我 
们 给 出 下 面 的 

定义 4 设 E 是 空间 8 中 的 一 个 集 类 , 则 具有 定理 2 中 性 质 Di 的 Q 中 
的 -代数 称 为 E 上 的 最 小 c- 代 数 也 称 为 由 E 生成 的 o- 代 数 , 记 作 o(€). 

容易 证 明 , 半 集 代数 .y 上 的 最 小 o- 代 数 o(.) 与 由 定理 1 中 所 定义 的 上 
最 小 集 代 数 多 上 的 最 小 o- 代 数 o( 多 ) 相等 , 即 

定理 3 若 .> 是 8 中 的 半 集 代数 , 多 是 按 定理 1 中 定义 的 . 上 的 最 小 集 
代数 ， 则 

o(F)=o(F). 


证 ”由 定理 1 知 
多 = Cp 不 交 n>1]， 


k=1 
故 .9 Cc 多 Co( 多 ), 再 由 o( 多 ) 是 含 .9 的 o- 代 数 及 c(.Z) 的 最 小 性 知 o(.9) C 
o( 多 ). 而 o(.8) 是 o- 代 数 , 故 必 为 集 代 数 且 包 含 .7, 故 o(.8) 2 多 ,而 o( 多 ) 是 包 
含 多 的 最 小 c- 代 数 , 故 o(.9) 2 o( 多 ), 从 而 有 


o(F)= 0o(.9). 口 


我 们 举 出 两 个 重要 的 o- 代 数 的 例子 . 

例 7 (定义 ) ” 例 3 中 给 出 的 在 实 直线 上 的 区 间 类 作成 的 半 集 代数 .909, 其 上 
最 小 o- 代 数 o(.9 中) 称 为 直线 上 的 Borel 域 , 记 作 多 中 或 多 .8B(? 中 的 元 称 为 直 
线 上 的 Borel 集 ; 例 4 中 的 平面 上 的 矩形 类 作成 的 半 集 代数 .> 中, 其 上 最 小 o- 代 
数 o(. 9)) 称 为 平面 上 的 Borel 域 , 记 作 妥 (2), 妥 (2) 中 的 元 称 为 平面 上 的 Borel 
集 或 二 维 Borel 集 . 类 似 地 可 以 定义 n 维 Borel 域 , 记 作 多 (", 多 ("中 的 元 称 为 n 
维 Borel 集 . 

又 令 Ei = {(-00,a),a Ee R},， 则 o(€1) = 0o(9 0);€ = {(-0%,9) :a € RO)), 
其 中 a = (ataa),(-ooa) = {(z,9) : -0 <7 <a-%0 <Yy<a), 则 co(@) = 
col.G0G)), 对 n 维 Borel 域 有 类 似 的 结论 . 
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例 8 (定义 )” 设 8 = 2 是 复 平面 , 即 


2ZD = {r+iy: ,ye R}. 


下 一 {A4:A4A= {z+iy:al <r<bi,a2 <Yy < ph 
Q1, 42, b1, b2 & R}, 


称 o(&) 为 复 Borel 域 , 记 作 外 .事实 上 一 个 复 Borel 域 和 一 个 二 维 实 Borel 
域 是 同 构 的 . 同样 还 可 以 定义 n 维 复 Borel 域 , 记 作 多". 一 个 n 维 复 Borel 域 和 
一 个 2n 维 实 Borel 域 也 是 同 构 的 . 

例 9 (定义 ) 设 02= Rm 是 广义 n 维 实 空间 (包含 一 切 形 如 (zx1,… ,zn), zi = 
+oo 或 -oo 或 任意 实数 i = 1,… ,n 的 点 ), 若 令 


En = {[a,b] :a,b € RD} 


[a,9] = {(z1 Tn) : ai < vi < bi 二 1,… ,nn}, 则 以 Rm) 为 空间 E,, 上 的 最 
小 o- 代 数 称 为 广义 n 维 Borel 域 , 记 作 有 ,用 (”) 中 的 元 称 为 广义 n 维 Borel 
集 .类 似 地 可 以 定义 广义 n 维 复 Borel 域 , 记 作 多 ("). 和 广义 n 维 复 Borel 集 . 


1.3.3 ”单调 类 定理 


在 实际 问题 中 , 检验 一 个 集 类 是 否 是 o- 代 数 往 往 比 较 困 难 , 我 们 把 o- 代 数 与 以 
下 定义 的 单调 类 、x- 系 、 入 系 联系 起 来 , 问题 就 比较 容易 解决 , 于 是 引入 

定义 5 设 员 是 中 的 子 集 构 成 的 集 类 , 具有 性 质 : 

D 若 4。ucgtn=12., 且 4c4c.……，, 则 U 4 e M: 


了 D 若 hn Em,n=1,2,.…, 且 41 A422D-.…, 则 NM 4 Ee MN, 则 称 顺 为 人 
中 的 一 个 单调 类 .。 

今后 用 A,, ? 表示 和 集 序 列 4,,,n = 1,2,… 是 不 降 的 , 即 41 C A。cC .… ,用 
4n | 表示 hn,n = 1,2,.… 是 不 增 的 , 即 41 2 42 D>…. 

例 10 设 8= RD, 叫 = {(-oola),(-ooa,(-oo+oog:aeRDO 则 明 
是 单调 类 . 但 它 对 减法 运算 不 封闭 . 例如 4 = (-o0,aq],B=(-o0,b),56>a, 则 B- 
A = (a,b8) 44 MM, 因而 mM 不 是 o- 代 数 . 

从 例 10 可 知 , 2 中 的 单调 类 并 不 一 定 是 o- 代 数 , 但 是 2 中 的 任 一 o- 代 数 都 
是 单调 类 , 这 是 因为 o- 代 数 对 可 数 并 和 可 数 交 是 封闭 的 . 所 以 我 们 说 单调 类 受 限制 
比 o- 代 数 少 , 虽然 如 此 , 单调 类 与 o- 代 数 之 间 有 着 下 列 定 理 所 陈述 的 关系 . 

定理 4 0 中 的 任 一 o- 代 数 是 单调 类 , 若 多 是 2 中 的 集 代 数 且 为 单调 类 , 则 
它 是 o- 代 数 . 


$1.3， 集 类 与 单调 类 定理 i 


证 ”由 单调 类 的 定义 易 见 定理 的 前 半 部 是 正确 的 . 今 证 定理 的 后 半 部 , 设 多 
是 2 中 的 集 代数 , 并 且 它 又 是 单调 类 , 于 是 要 证 多 是 o- 代 数 , 只 需要 证 明 它 对 可 
数 并 是 封闭 的 即 可 . 
设 4 e 多 ,n 二 1,2,.… , 则 令 B。 =U Ahk, 由 于 多 是 集 代数 , 故 B。e 多 ,n= 
二 


1,2,…， 且 Bu 1, 又 由 于 多 是 单调 类 , 因而 UB c 多 ,但 U An a DUB, 故 
多 对 可 数 并 封闭 , 因此 多 是 -代数 . 四 

和 对 o- 代 数 的 讨论 一 样 , 容易 证 明 单 调 类 具有 

性 质 8 ”2 中 的 一 切 子 集 构 成 的 集 类 是 一 单调 类 ; 

性 质 9 2 中 任意 多 个 单调 类 的 交 仍 然 是 2 中 的 单调 类 . 
从 而 有 

定理 5 设 E 是 2 中 任 一 集 类 , 则 有 一 2 中 的 单调 类 go: 存 在 , 它 具 有 下 列 
性 质 : 

i) EC Mo; 

i) 车 纲 为 8 中 的 单调 类 , 且 E c 昕 , 则 Mo cm 
并 且 具 有 性 质 i), ii) 的 单调 类 是 由 E 唯一 决定 的 , 这 个 单调 类 我 们 称 之 为 E 上 的 
最 小 单调 类 , 记 作 mm(€). 

关于 集 代数 上 的 最 小 单调 类 与 最 小 o- 代 数 之 间 的 关系 , 有 重要 的 

定理 6 设 多 是 2 中 的 一 个 集 代 数 , 则 叫 ( 多 ) = o( 多 ), 因此 包含 多 的 任 
一 单调 类 必 包 含 o(.2). 

证 ”由 于 o( 多 ) 2 多 , 且 由 定理 4 知 o( 多 ) 是 一 单调 类 , 因此 


o(F) 2 MF). 


如 果 我 们 能 够 证 明 Mm( 多 ) 是 一 o- 代 数 , 则 由 (多) 2 多 及 ol 多) 是 多 上 的 最 小 
o- 代 数 知 o( 多 ) C 员 ( 多 ), 定理 即 获 证 明 . 
为 要 证 明 (多 ) 是 o- 代 数 , 由 定理 4 知 只 需 证 明 钢 ( 多 ) 是 一 集 代数 即 可 . 由 
于 8 € 多 CC 纠 ( 多 ), 故 由 性 质 3 知 , 要 证 叫 ( 多 ) 为 一 集 代数 , 只 需 证 明 对 任何 
4, Be MM( 多 ), 都 有 A 一 Be (多 ). 以 下 往 证 此 事 , 这 一 证 明 的 手法 希望 读者 加 以 
对 于 任 一 给 定 的 4 e MN(F), 令 


gt42{ 有 :局 eg 各 (2),4- B,B- Ae MF)}. (1) 


显然 车 能 证 明 对 于 每 一 4 e 匆 (2), 都 有 M4 = rN( 多 ), 则 我 们 的 证 明 即 已 完成 . 
为 了 证 明 对 每 一 A e 钢 ( 多 ) 都 有 C4 = (多 ), 我 们 依次 来 证 明 下 列 诸 事实 : (a) 
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对 每 一 4 e (多 ), 4 是 一 单调 类 ;(b) 若 4 e 多 ， 则 M4 = 纠 ( 多 );i(c) 对 任何 
A eM(F), MA = M(F). 

(a) 设 4 是 取 定 的 集合 , 若 {Bs} C M4 且 B 个 则 由 94 的 定义 知 4 一 
Bn, Bn — A, Bn € M(F), 且 BT4- B, ,Bn — AT1, 由 于 M( 多 ) 是 单调 类 , 故 


(| Bn € Mm(Z); 
n=1 


De 


4 一 Ua -4( (Na 和 = Nna 


=1 n=1 


= -na- Bn) e M(F); 


(Ua] -4= Ua, - A) e M(Z). 


n=1 


由 叫 4 的 定义 知 UB E MaA. 


同 理 可 证 , 若 {Bn} C a, B 4， 则 A Bn e Ma. 因此 Ms 是 一 单调 类 . 

(b) 车 4 e , 则 对 任何 BE Z 有 - 4e 史 4- 户 e 罗 ,但 史 C 
MM(Z), 于 是 B, 4 一 B,B 一 Ae 员 ( 多 ), 故 由 M4 的 定义 知 Be 4, 因此 缴 4 2 多， 
由 (a) 知 4 是 包含 多 的 单调 类 , 故 听 ( 多 ) cC Ms, 但 由 (1) 知 牟 4C MM( 多 ), 故 


Ma = 绑 ( 多 ), 对 任 一 4 e ZF. 


(c) 车 B e rN( 多 ), 则 对 任 一 4 e 多 来 说 , 由 (b) 知 锋 4 = 串 ( 多 ), 因 而 B e 
M4, 由 (1) 知 4 一 B,B 一 Ae 味 (多 ), 又 由 多 C 纠 ( 多 ) 知 4 e 纲 ( 多 ), 故 再 由 (1) 知 
A e Msp, 这 就 是 说 , 对 于 任何 4 e 多 来 说 , 都 有 4 e 钢 Bp, 亦 即 多 C MBp, 由 (a) 
知 Ms 是 单调 类 , 故 弧 ( 多 ) C Mp, 因而 由 Mp C 串 ( 多 ) 知 


Ms = M(ZF), 对 任 一 B e M(Z). 


由 上 面 的 分 析 知 定理 证 毕 . 口 
这 个 定理 告诉 我 们 要 研究 集 代数 多 上 的 最 小 -代数 , 只 要 研究 多 上 的 最 小 
单调 类 就 行 了 . 由 于 单调 类 所 受 限制 比 o- 代 数 要 少 , 因此 在 许多 场合 下 , 是 比较 容 
易 研究 的 . 
在 有 些 场合 , 验证 某 集 类 包含 某 集 代数 的 单调 类 还 比较 困难 或 麻烦 , 需要 引入 
下 面 的 


$1.3 ”和 集 类 与 单调 类 定理 “17. 


定义 6 车 8 的 子 集 类 Ee 具有 性 质 : 若 4, Be €, 则 A4NBeE, 则 称 E 为 
7- 系 ; 车 E 满足 以 下 条 件 ， 

D CE ci 

IT 车 4Bee4cDBPB, 则 下-4eei( 对 真 差 封闭 ) 

ID) 车 hne En=1,2.… 且 4,7, 则 U4 < E, (对 不 降序 列 的 并 封闭 )， 
则 称 Ee 为 和 一 系 . “ 

性 质 10 若 & 是 入 系 , 则 € 是 单调 类 . 

证 ”只 要 证 E 对 不 增 序列 的 交 封 闭 即 可 . 若 4, 4, 则 由 了), ID 知 he € em = 


1,2.… 且 hc 1, 由 了 IID) 知 U 4 到 再 由 DTD, ID 知 4 (Os) E EC， 口 


性 质 11 若 e 同时 为 x- 系 和 入 系 , 则 E 为 o- 代数 . 
证 ”由 性 质 10 知 若 & 为 入 系 则 必 为 单调 类 , 因此 只 需 证 € 是 集 代数 , 由 入 系 
的 定义 了), ID 及 性 质 3 知 , 只 需 证 € 对 交 封 闭 , 而 E 为 +- 系 因而 对 交 封 闭 . 
和 最 小 o- 代 数 、 最 小 单调 类 的 存在 性 一 样 , 可 以 证 明 对 任何 8 的 子 集 类 E, 存 
在 E 上 的 最 小 入 系 Xo, 满足 
i) € C No; 
让 ) 若 入 是 Q 上 包含 E€ 的 入 系 , 则 入 2 Xo. 且 满 足 iD 这 的 入 系 由 E 唯一 决 
定 . 
7- 系 上 的 入 - 系 与 关系 上 的 最 小 -代数 有 下 述 关 系 : 
定理 7 设 E 是 7- 系 ，A(E) 是 E 上 最 小 入 系 , 则 


入 (E) = ol(€). 


证 8 中 的 任 一 o- 代 数 必 为 入 系 , 故 o(E) 是 包含 E 的 入 系 , 因而 o(€) > 
A(E€); 再 由 性 质 11 知 为 要 证 明 A(E) 2 c(@), 只 要 证 明 A(€) 是 x- 系 即 可 . 令 


aS{B: BEeNME), HB ANB ENAE)}. (2) 


为 要 证 明 A(E) 是 x- 系 , 只 要 证 明 对 任何 A € Xe), za = 和 (E). 证 明 的 手法 和 定理 
6 一 样 ， 分 三 个 步 又 : 

(a) 证 明 对 一 切 A e A(E), fs 是 入 系 : 事实 上 , 因为 A4N R= 4AeEA(E@), 故 fe 
chi 车 B,C € 44 且 BCCO, 由 .A 的 定义 知 4NB,ANC € XMG) 且 ANB C4nC， 
由 A(€) 是 入 系 知 A4N(C-B)= (4Nn0)-(4nB)eAMXe), 故 C-Be 4， 
即 gy4 对 真 差 封闭 ; 再 若 BE。e sam = 1,2,…B。 1, 则 AN Be€ A(E),n = 
1,2,.… 且 (4n Bi) 1, 故 由 和 (E) 是 入 系 知 4n (5 B,) = UG N B,) € ME), 
故 对 一 切 A e A(E), oz 是 X 系 . 
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(b) 证 明 若 4e €, 则 ws = A(E€) : 若 B ece 则 由 E 是 关系 知 4nBeeEec 
和 (E). 故 E C za, 由 于 wa, 是 入 系 , 故 XME) C wh， 再 由 za 的 定义 知 X(E) = 4. 

(c) 证 明 若 4e A(E), 则 gt4 = A(€) : 车 BEE, 则 由 (b) 知 4ezp, 由 于 对 
称 性 , B e cf, 故 对 任何 Be € 都 有 Be ofa, 亦 即 EC of4, 由 (a) 知 za 是 入 系 ， 
故 XE) C 44， 因而 由 sa CAE) 知 74 = 入 (E). 

根据 前 面 的 分 析 , 定理 证 毕 . 口 

下 一 定理 是 定理 6, 7 的 综合 , 有 时 也 称 为 集合 形式 的 单调 类 定理 , 它 在 验证 一 
个 集 类 是 oc- 代数 时 经 常用 到 . 

定理 8 设 B, 为 0 的 两 个 子 集 类 日 ZC oy. 

i) 车 oy 为 入 系 ,名 为 x- 系 , 则 o(%) C of. 

ii) 若 ox 为 单调 类 , % 为 集 代数 , 则 o(8) C ox. 

证 i 由 以 D8 且 wy 是 入 系 知 of DA(B), 再 若是 x- 系 ,由 定理 7 知 和 M() 
= o( 多 ), 故 得 of > o( 多 ). 

i 由 YD 多 及 oY 为 单调 类 知 w 2 M(%), 再 若 多 是 集 代数 , 由 定理 6 知 
M(Y) = c( 乡 ), 因此 of 2 c(G). 

这 个 定理 用 法 如 下 : 通常 已 知 多 中 元 具有 性 质 5, 需要 证 明 co(%) 中 元 亦 具 有 
性 质 5, 为 此 令 

4 = {B:B 具 有 性 质 5})， 

然后 证 明 多 是 x- 系 (或 集 代数 ), 再 证 4 是 入 系 (相应 地 : 单调 类 ), 于 是 4 2 o(%)， 
即 证 明了 c( 多 ) 中 的 元 都 具有 性 质 5. 这 种 方法 称 为 入 系 (相应 地 : 单调 类 ) 方法 . 
1.3.4 ”乘积 空间 与 乘积 oc- 代数 

现在 我 们 引入 一 种 不 同类 型 集合 间 的 运算 以 及 相应 的 若干 概念 . 设 21, Pa 是 
两 个 给 定 的 空间 (集合 ), 以 下 如 无 特别 声明 , 用 wi 和 wo 分 别 表示 Qi 和 02 的 元 
素 , 41, Bi1,… 和 42, Bo,… 分 别 表示 Qi 和 人 2 的 子 集 . 

定义 7 集 4 和 A 的 乘积 集 , 记 作 41 x hz, 指 的 是 下 面 的 集合 : 


41 x 42 一 {(w1, w2) :WI1E Ai, ws € A2}. 


称 Qi x 92 为 乘积 空间 . 对 任意 的 A; € 02;,i = 1,2, A41 x hz 都 是 2 x 2 的 
子 集 .4; x 42 也 称 为 1 x 人 中 的 和 矩 形 . 

性 质 12 ”乘积 集 具 有 下 述 性 质 : 

(i) 41 x 42 = 8 < 41 = 2 或 4 = %; 


人) 车 41 x 42 非 空 , 则 


41x4CBIxDB <c>4C5PI 且 4 CPP， 


81.3” 集 类 与 单调 类 定理 .19. 


41 x 42 = Bix DB。 < 41 = Bi HB A = B; 


(iii) (A1 x A2)N (Bi x B2) = (A1N Bi1) x (hz nN B,); 

(iv) (Ai x A2)°: = (A9 x A2) + (A1 x AS) + (49 x A8), 其 中 (hi x A2)° = (1 x 
2) — (A1 x A2), Af = 11 — Ai, hs = 2 — hz. 

注意 (iv) 中 等 式 右 端 各 矩形 互 不 相交 . 

定理 9 设 .是 82; 中 的 半 集 代数 ,i= 1,2, 则 

i) €S{ A Ah2 : hi € .Fi=1,2} 是 2 x 022 中 的 半 集 代数 ; 

这 es{ 》 409 :40 € ,i = 1 ,mn 两 两 不 交 , n > 1) 是 21 x f22 中 的 集 代 


el 
数 . 
证 i 因为 8; € .%,i=1,2 由 & 的 定义 知 21 x fo ec, 再 由 性 质 12 的 (ii) 
知 & 对 交 封 闭 , 由 (iv) 及 49,i = 1,2 可 表 成 .4 中 不 交集 的 和 可 知 E 中 集 的 余 集 
可 表 成 € 中 有 限 个 不 交集 的 和 , 因而 E 是 半 集 代数 . 
ii) 由 定理 1 立刻 得 到 e' 是 集 代 数 . 口 
定义 8 设 是 02; 中 的 o- 代 数 ,i = 12, 称 包含 集 类 


EE{ A x Ah; : A; € ,1 = 1,2} 


的 最 小 -代数 o(E€) 为 4 和 6 的 乘积 o- 代 数 , 记 作 oh4i x 94. 

为 了 叙述 方便 , 称 E 中 的 元 为 可 测 和 矩形 . 

这 些 概念 当 fi = fs = RD 时 , 都 是 我 们 所 熟悉 的 . 

例 11 设 2 = f= ROD,o4 = 2% = 多 ( (直线 上 的 Borel 域 ), 则 二 维 实 空 
间 R23 = RO) x ROD, 而 平面 上 的 二 维 Borel 域 8 人 3) = BY x B01. 

事实 上 , 由 例 7 知 , 多 (D x 多 人 包含 一 切 下 述 形 式 的 矩形 : 


{(z1, £2) € RY) : -oo < zl < ai-oo < za < a2} = (—00,a1) x (—o00, a2), 
而 多 (2) 是 包含 一 切 上 述 矩 形 类 的 最 小 -代数 , 故 
BO C BY x BY. 
另 一 方面 , 对 任何 oz e ROY, 令 
M1 = {41 : A1 x (—0%0, a2) € BO }. 


显然 mM! 包含 一 切 区 间 (00,a1), 并 且 钢 ! 包含 RD; 同时 车 400， 4 全 e ga， 
则 
Al™) 关 (一 co a2) € BO),m = 1,2,.……， 
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因而 
(5 a”) x (一 oo a2) = Ua x (00,a2)) € 多 2), 即 Am € gM; 
又 车 A1 € Mi, 则 
41 x (—00, 2) € BO). 
因而 
As x (~00, 42) = [(—00, 00) x (~00, 2)] ~ [A1 x (~00, a2)] € B02), 


即 49 e Mi. 这 样 ga 是 包含 一 切 区 间 (一 00, a1) 的 o- 代 数 , 因而 各 2 多 路, 由 此 
知 BBQ) 包含 一 切 形 如 


41 x (—00, a2), 41E BN, ao € RY 


的 矩形 作成 的 类 . 
再 令 
M2 = {42 : Al x A2 € 多 2) A e BY ), 
类 似 地 可 以 证 明 M2 2 多 四, 从 而 又 有 兄 (2) 包含 一 切 形 如 
Al x Ah2, Ai € BN ,i=1,2 
的 矩形 作成 的 类 , 故 
， B02) > BN x BY. 
于 是 得 出 
B02) = BD x BN. 
对 于 复 Borel 域 及 广义 实 、 复 Borel 域 有 类 似 的 结论 : B80) = Bx 80 多 (2 = 
BD) x BD 及 BL = HB) x BY. 
下 面 我 们 叙述 有 限 维 飞 积 空间 、 飞 积 集 及 屁 积 o- 代 数 的 定义 . 
设 Qi = 1,… ,n 是 nn 个 空间 (集合 ), 以 下 如 无 特别 声明 , 我 们 用 ww; 表示 六 
的 元 素 , 4; 表示 02; 的 子 集 , i = 1,… ,n. 所谓 集 41,:… ,4。 的 乘积 集 , 记 作 A1 x 
… Xx 4n 或 1 hi, 指 的 是 下 面 的 集合 : 


][4 = 4: x.…X4n ={fwr,wn):wicE4ii=1 ,n}. 
el 


显然 , 乘积 集 41 x -… x A 是 空间 Pi x … x 2, 的 子 集 , 也 称 为 向 x … x 人 中 
的 矩形 , 如 果 x4 是 82; 中 的 o- 代 数 , i = 1,… ,n, 则 


Aix:..x An,AiE Ai=1,:.…,n 


81.3 ”和 集 类 与 单调 类 定理 .21 . 


称 为 可 测 矩 形 . 可 测 和 矩形 类 为 半 集 代数 . 由 一 切 有 限 个 不 相交 的 可 测 和 矩形 的 和 所 成 
的 类 多 是 一 个 Ri x … x 纪 中 的 集 代 数 ， 包含 一 切 可 测 矩 形 的 最 小 co- 代 数 称 为 
万 ,zr 的 乘积 -代数 , 记 作 4 x … x A 或 I[ 吧 ， 


关于 乘积 集 的 运算 并 不 满足 结合 律 , 例如 


41 x 42 x As = {(w1,w2,w3,) : wi € Ai,i = 1,2,3}; 
(A1 x A2) x As = {((w1,2),w3) : (wi x wa) € Al x A2, ws € As} 
一 {((w1, wa),was) :WiE Ai,i 一 1,2,3}. 


显然 它们 是 由 不 同 的 元 素 组 成 的 ， 但 是 从 它们 元 素 的 结构 来 看 , 都 是 由 A1 中 的 
wi, hz 中 的 wa 及 4s 中 的 ws 构成 的 , 而 且 它们 出 现 的 先后 顺序 相同 . 只 是 构成 的 
手续 有 所 不 同 办 了 . 对 于 我 们 所 讨论 的 问题 来 说 , 重要 的 是 元 素 的 基本 结构 , 而 无 
需 对 于 构成 的 手续 严 加 区 别 . 因此 我 们 将 (wi, wz,ws) 和 ((wi1,w2),ws) 看 作 是 一 样 
的 , 因而 认为 


(1 x 2 x 3 = (1 x (2) x (3 = (1 x (fo x (3), 


41 x 42 x As = (41 x 42) x As = Ai x (42 x 43). 


一 般 地 我 们 约定 乘积 集 的 运算 可 以 任意 地 结合 . 
类 似 于 例 11, 我 们 可 以 证 明 
定理 10 设 以 是 8 中 的 o- 代 数 ,i=1,2)… ,nn,1<ii<ip<…<i 计 '… < 
n, 我 们 有 
A XX rn = (9A XK A) X (Gh XX ha) XX (hi, XX oA). 
特别 
LA XX Hn = (A XX A) X (Gpet1 XX Ln). 


这 个 定理 说 明 , 对 于 乘积 集 的 任何 一 种 结合 方式 所 得 到 的 乘积 o- 代 数 都 是 一 
样 的 , 更 重要 的 是 , 这 个 定理 还 提供 了 将 任意 有 限 维 乘积 空间 的 性 质 作为 二 维 乘积 
空间 的 性 质 的 推广 而 得 出 的 可 能 性 . 

类 似 于 例 11 可 以 得 到 


B® = BN x x BN; RB = BI x -x B) 


n 个 nn 个 


多 ee Le XxX-...xXx 家 由; Bn) 一 BD X ...X 9 . 
< 4 z 和 Zz 


n 个 nn 个 
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习题 及 补充 

1. 设 .YY 是 8 上 的 半 集 代数 , 试 证 : 

i 车 {4,41,… ,An} C .7, 且 A C A,k ==1,.…,n 两 两 不 交 , 则 存在 {An 
和 , A,} CY, 使 41,… As 两 两 不 交 且 4 = 》 Ax. 


天 一 1 
i) 车 {41,… ,An} C .9, 则 在 . 中 存在 两 两 不 交 的 有 限 集 族 B1,… , Bs, 使 
每 一 A 可 以 表示 成 某 些 集合 Bi 的 和 , 即 4x = >， Bn, 其 中 Mi C {1,… , 丰 . 


hE€EME: 


2. 设 .7 是 9 上 的 半 集 代数 , {4, 41, h2,…} c .9,4c Ua 试 证 , 存在 
如 ein 二 1,2,.… ,两 两 不 交 , 且 对 每 一 n, 存在 一 mm 使 如 C hmy 且 A= 了》 的 


n 二 1 


3. 着 二 和 Ae: 4 C0,k 一.… sn 两 两 不 交 , 且 D A= 0), EeL 
的 最 小 集 代数 a 
F(€) = {Darc {1,.…: 器 | 


kelI 
4. 设 € 是 任意 一 个 2 的 子 集 类 , 令 
El 全 {4 :Ae EC 或 Ac e CE} U {1,9}, 


co=| 站 4 :4K E El1,8 一 ],… ,n,n 之 路 
k=1 


es{ 5, : B; € €2,7 = 1,.…- ,m, 两 两 不 交 ， 7 之 则 cs 是 E 上 的 最 小 


/一 工 
集 代数 

5. 设 E 是 直线 上 一 切 开 、 闭 及 半 闭 区 间作 成 的 集 类 ; El 是 一 切 左 开 右 闭 的 有 限 
区 间 (o, 忆 作成 的 集 类 ; ez 是 一 切 有 限 开 区 间 (a,5) 作成 的 集 类 . Es 是 一 切 半 无 限 
区 间 (-oo,a) 作成 的 集 类 . 试 证 : o(€) = c(Ei) = o(E€2) = co(Es) = 允 站 ,其 中 罗 人 
是 直线 上 的 Borel 域 . 

6. 若 E= {hx : Ak C 1,k 二 1,2,… ,两 两 不 交 }, 试 求 o(€). 

7. 设 2 是 一 不 可 列 集 , € 是 8 的 一 切 有 限 子 集 、 可 列子 集 及 以 有 限 子 集 或 可 
列子 集 为 余 集 的 子 集 所 作成 的 集 类 , 试 证 e 是 一 个 o- 代 数 , 车 e 是 2 的 一 切 有 限 
子 集 及 以 有 限 子 集 为 余 集 的 子 集 作 成 的 集 类 , 则 对 E 可 以 作出 什么 结论 ? 

8. 设 € 是 任意 集 类 , 4 e o(E), 则 有 E 的 一 个 可 列子 类 9 存在 ( 即 9 只 含有 
E 中 可 列 个 集 ), 使 得 A e o(2). 


9. 设 E 是 人 的 子 集 作成 的 集 类 , 4 是 2 的 一 个 非 空子 集 , 令 
ENA= {A4:A'=BNA,Bee€), 


试 证 : 多 (e)n4 是 以 4 为 空间 的 集 类 en4 上 的 最 小 集 代 数 , c(E)n4 是 以 4 为 
空间 的 集 类 En 4 上 的 最 小 oc- 代数 . 

10. 设 4 是 8 的 一 个 子 集 , € 是 8 的 包含 4 的 一 切 子 集 所 作成 的 集 类 . 试 指 
出 o(€) 是 由 哪些 子 集 作成 的 . 

11. 设 E 是 一 个 含有 2 且 对 对 称 差 与 可 列 交 两 种 运算 封闭 的 8 的 子 集 类 , 问 
E 是 不 是 一 个 -代数 ? 

12. 设 3 是 一 组 集运 算 , 若 9 的 非 空子 集 类 E 对 5 中 的 一 切 集 运算 封闭 , 则 
称 为 一 个 5 类 . 试 证 : 

i) 任意 多 个 5 类 的 交还 是 5 类 . 

ii) 设 € 是 9 的 一 个 子 集 类 , 则 存在 唯一 的 E 上 的 最 小 5S 类 ow 满足 (1)% 2 
E; (2) 若 5 类 oy D E, 则 wy > 0. 

13. 设 4 = {02, 4i, 46,9},i = 1,2, 试 求 4 x 吧 . 

14. 设 (RD, 9(0) 是 Borel 空间 , 试 证 


{(z,9) :T=Yy,7,Yy EE RW} Ee BD x BY. 
15. 设 oh 是 2; 上 的 o- 代 数 , i = 1,2,3, 试 证 
A X oh x hs = (2A X 42) x 4. 


16. 车 of 是 集 代数 且 对 一 切 两 两 不 交 的 集 序列 的 和 封闭 , 则 wz 是 o- 代 数 : 
17. 称 空间 & 中 满足 下 述 条 件 的 集 系 为 d- 系 : 
1) 106E 92; 
2) 若 4Be9g 且 4nB= 内 则 4+BeS9i 
3) 若 AcB,A,Be9, 则 B-Ae2. 
试 证 : 7- 系 上 的 最 小 d- 系 等 于 x- 系 上 的 最 小 集 代数 . 即 若 是 世系, 则 


9(G) = F(C). 
其 中 9(%) 和 多 (%) 分 别 表示 多 上 的 最 小 4d- 系 和 最 小 集 代数 . 


$1.4 ” 集 函 数 、 测度 与 概率 


在 $1.1 引言 中 , 我 们 用 数 P(4) 去 刻 划 随 机 事件 4 发 生 的 可 能 性 , 称 之 为 事件 
4 的 概率 . 在 建立 了 随机 事件 类 与 基本 事件 集合 2 的 某 一 子 集 类 的 对 应 关系 之 后 ， 
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概率 就 是 以 集 类 为 定义 域 的 函数 , 这 种 函数 叫做 集 函 数 . 本 节 讨论 集 函 数 及 其 特殊 
情形 测度 与 概率 , 并 把 空间 2, 2 中 的 集 类 o- 代 数 yf 及 定义 在 st 上 的 测度 py( 或 
概率 P) 三 者 联系 起 来 , 建立 测度 空间 (或 概率 空间 ) 的 概念 , 这 是 今后 讨论 一 切 问 
题 的 基础 . 


1.4.1 ” 集 函 数 与 测度 


在 今后 的 讨论 中 不 仅 要 用 到 像 概率 这 样 的 集 函 数 , 而 且 还 要 用 到 其 他 类 型 的 集 
函数 , 例如 

1) 区 间 A( 实 数 集 ) 的 长 度 !(A); 

2) 平面 图 形 下 (实数 对 集 ) 的 面积 5(F); 

3) 对 于 给 定 的 函数 f(z) 在 区 间 A 上 的 积分 


ps 人 yj 


在 物理 学 中 存在 着 各 种 类 型 的 集 函 数 , 例如 物体 4 的 质量 m(4) 等 . 我 们 先 引 
入 下 列 的 

定义 1 设 € 是 0 的 一 个 子 集 类 , 则 以 e 为 定义 域 而 在 广义 实 直线 ( 即 一 切 
实数 及 士 oo 的 全 体 ) 上 取 值 的 函数 yp( 即 p(4), 4 e E, 为 实数 或 十 co) 叫做 定义 在 
E 上 的 一 个 集 函 数 . 

I 车 Aee€,BeE,AUBEeE,ANB=6, 有 


p(A+B)= y(A)+ wv(B), 


则 称 y 具有 可 加 性 , 或 称 y 为 可 加 集 函 数 ; 
II 车 对 任意 正 整数 n 及 任意 hk e e = 1… ,m 两 两 不 交 且 》` hk e @ 均 


== 
有 ?9( D2 Ak) = D2w(Ak) 成 立 则 称 p 具有 有 限 可 加 性 , 或 称 为 有 限 可 加 集 
函数 ; 大 二 二 Ek=1 
II 车 4。e En = 1,2,… 两 两 不 交 且 》 4。e E， 则 ? (Dh) 一 
n=1 n=1 


》、p(4), 就 称 p 具有 o- 可 加 性 或 称 p 为 "可 加 集 函 数 ; 

”TV. 若 每 一 po(4),4 e E 都 是 有 限 值 , 则 称 p 为 有 限 集 函数 . 若 对 于 每 一 Ae e， 
有 e 中 的 集 序列 {4。} c e 存在 , 使 得 4 = UU A 且 p(4n)m = 1,2,… 有 限 , 则 
称 p 为 -有 限 集 汕 数 ; 


8$1.4 集 函 数 、 测 度 与 概率 Ee 


V. 若 集 函数 为 有 限 可 加 的 且 只 取 非 负 值 , 则 称 为 有 限 可 加 测度 . 若 集 函数 为 o- 
可 加 的 且 只 取 非 负 值 , 则 称 为 测度 (一 般 用 jp,v 表示 ). 具有 性 质 py(2) = 1 的 测度 
称 为 正规 测度 , 亦 称 概率 , 一 般 用 P 表示 . 

对 于 可 加 集 函 数 (包括 有 限 可 加 与 o- 可 加 集 函 数 )， 为 了 要 使 得 和 数 op(4;) 永 
远 是 有 意义 的 , 必须 排除 出 现 +oo - oo 形状 的 表达 式 的 可 能 . 于 是 , 假使 和 数 永 远 
存在 , 但 有 4, B 使 得 o(4) = +o0, p(B) = -co, 如 果 定 义 域 E 对 求 余 运算 封闭 且 
2 € E, 则 有 p(8) = p(4)+ wp(4°) = +oo, 并 且 又 有 2(2) = 2(B) + p(B) = 一 co， 
这 与 函数 yp 的 单 值 性 矛盾 ， 因 此 , 对 于 可 加 集 函 数 , 在 它 的 值 域 中 不 能 同时 含有 
十 co 和 - co, 为 了 避免 讨论 中 的 繁琐 , 如 无 特别 声明 , 我 们 总 是 假定 y 不 取 -oo 为 
值 . 并 且 还 规定 一 个 集 函 数 至 少 在 一 个 集 上 取 有 限 值 . 

cx- 可 加 集 函 数 、 测 度 与 概率 有 很 多 类 似 的 性 质 , 我 们 将 在 下 面 加 以 讨论 . 

性 质 1 车 yp 是 E 上 可 加 (或 有 限 可 加 ,或 o- 可 加 ) 集 函 数 , ge e, 则 p(2)=0. 

证 ”由 于 我 们 规定 任何 集 函 数 至 少 在 一 个 集合 上 取 有 限 值 , 设 4e e,w(4) 有 
限 , 则 当 yp 具有 可 加 性 (或 有 限 可 加 性 ) 时 ， 


2(4) =2(4+G) = 2(4) 二 2(G). 
2(4) 即 得 p(G) = 0. 当 yp 具有 o- 可 加 性 时 , 令 hi = 4, An = ,n= 
. 则 由 o- 可 加 性 知 
)=v(> 4 2 2(4) + ep(G) + 2(G) +… , 故 必须 p(@) = 0， 口 


性 质 2 车 ”是 E 上 -可 加 集 函 数 , Ce €， 则 ” 是 有 限 可 加 集 函 数 . 
证 车 hk € E,k = 1,…,n 两 两 不 交 且 》 Ak € €, 令 Anti = 2,j = 


k=1 


1,2,…， 则 -Ak = 》 Ahk e @ 根据 o- 可 加 性 及 性 质 1 有 


k=1 k=1 
A A (Ax) 
"(> 中 = "(> 中 = E k 
a P(Ak) + p($) + + pp) + = -> P(Ax)- 
k=1 
故 2 具有 有 限 可 加 性 . 口 


根据 定义 , 有 限 可 加 集 函 数 显然 是 可 加 的 . 
性 质 3 设 y 是 E 上 的 可 加 集 函 数 , 若 hk € e,》 hj e Ek=1,.…,n， 且 
A1,… ,hn 两 两 不 交 , 则 
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(二 = > 2(4k). 


特别 , 集 代 数 多 上 的 可 加 集 函数 一 定 是 有 限 可 加 的 . 
应 该 注意 的 是 一 般 集 类 e 上 的 可 加 集 函 数 并 不 一 定 是 有 限 可 加 的 . 
性 质 4 设 yp 是 集 代数 多 上 的 可 加 集 函 数 , 4e 多 ,Be 多 , 且 4 cB, 则 


p(B) = p(A)+v(B— A). 
车 p(4) < co, 则 
p(B 一 A)= yp(B)-p(4)， (可 减 性 ) 
车/ 为 有 限 可 加 测度 , 则 
4(4) < p(B). (不 降 性 ) 


性 质 5 设 是 半 集 代数 .y 上 的 测度 或 有 限 可 加 测度 , 若 A C B, 4,B e .9 
则 
HA(4) < p(B). 
证 ”因为 .9 是 半 集 代数 , 因而 存在 A e .8,k = 1,… ,n 两 两 不 交 且 4; = 4. 


天 一 1 


使 


于 是 根据 py 的 有 限 可 加 性 有 


p(B) = n+》 ah 
k=2 
再 由 的 非 负 性 可 知 
4(A) < p(B). 口 
性 质 6 设 yp 是 半 集 代数 .yz 上 的 有 限 可 加 集 函 数 , 若 p(B) < oo 且 4 c 
B, 则 p(4) < oo. 特别 若 o(2) < co, 则 yp 为 有 限 集 函 数 . 
若 有 4 e ,vw(4n) 有 限 ,n = 1,2,… 使 得 9 = 4, 则 9 为 "有 限 集 函数 


且 对 任何 4 e .7, 存在 两 两 不 交集 序列 { 刀 } c .zeg(4) 有 限 使 得 4 = DA 


证 车 4Bey,4cB 且 w(B) 有 限 由 性 质 5 的 证 明知 存在 如 ,A e 
,使 
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p(B) = yp(A) + ,vp(An). 


无 一 2 
数 . 
若 有 {An} C ,9p(An) < ,n= 1,2,.…- 使 0 = U An, 则 令 也 二 4 一 
n=1 


(Ua) ee (五 全 )， 由 于 4 大 = 1 和 二 1 为 9 中 两 两 不 交集 的 

天 一 1 k=1i 

和 ， 故 Bn, 为 Bg 中 两 两 不 交集 的 和 ， 设 Bn, YAnk,n = 1,2,.…. ， 于 是 {Anxk,k = 
k= 二 1 


1,…jn,n 二 1,2,…]} 为 .中 两 两 不 交 的 集 序列 , 因为 Ankp C Bn C An, 故 p(Ank) < 


Oo In 
oo. 对 任意 4e .7,4 = 》`》 ANAnx,p(ANAnk) 有 限 , AN Ank,k = 1,… ,jn,n = 


n=1 k=1 
1,2,.… 两 两 不 交 , 重新 编号 即 得 存在 . 中 两 两 不 交集 序列 {4} 使 4 = 》 4， 
e( 刀 ) 有 限 ,n = 1,2,… . 因而 wp 是 有 限 集 函数 


性 质 7 i) 设 4 是 集 代数 多 上 的 有 限 可 加 测度 , 若 {41,… , hn} 是 多 中 的 
有 限 类 且 4e 多 ,4C U Ax, 则 
= 


L(A) < > pAr); 
k=1 | 
i) 设 py 是 集 代数 多 上 的 测度 , 若 4e .7, {44} Cc 多 ,A Cc Uh, 则 


1(A) < > ,HA(4b). 
k=1 


性 质 7 称 为 半 可 加 性 和 半 o- 可 加 性 . _ 
证 i), 计 的 证 明 类 似 , 我 们 只 证 明 订 . 令 4 =4n4ue 史 , 则 4= U 全 
了 二 


令 必 = 发- 记 改 则 (4 为 2 中 两 两 不 交集 的 序列 且 4 = 站 4 = > 从 
三 1 3 2 
由 测度 的 不 降 性 及 o- 可 加 性 及 A4 C A c An 知 | 
Ad) = Dp(An) < Dp(An) 品 
n=1 n=1 


下 面 我 们 要 研究 c- 可 加 集 函 数 的 连续 性 , 它们 对 测度 论 与 概率 论 是 很 重要 的 ， 
为 此 我 们 先 引 进 
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定义 2 设 p 是 定义 在 集 类 E 上 的 集 函 数 , 若 4 e E, 对 上 中 任何 满足 条 件 
An1 且 U A = 4 的 集 序列 {4,}, 都 有 


Lim plAn) 一 2(4h)， 


则 称 p 在 A 处 下 连续 , 车 y 在 e 中 的 每 一 4 处 下 连续 , 则 称 "为 下 连续 . 
荐 Ae & 且 对 E 中 任何 满足 条 件 An 1 站 An = 全 且 有 一 四 使 w(hm) < oo 
的 集 序列 {4"}, 都 有 
im yp(An) = 92(4)， 


则 称 y 在 4 处 上 连续 , 若 y 在 上 中 每 一 4 处 上 连续 , 则 称 y 为 上 连续 ， 


若 p 在 4 处 上 .下 连续 , 则 称 y 在 4 处 连续 ; 若 yp 在 E 中 每 一 4 处 连续 , 则 称 
2 为 连续 . 


显然 , p 为 下 (上 ) 连续 的 充分 与 必要 条 件 是 对 e 中 任何 满足 条 件 : A。1 且 
4 se( 相应 地 4 1, 内 4 e E 且 有 一 m 使 p(Am) < co ) 的 集 序列 ho}, 有 


im yp(An) = 人 ( U 4 (相应 地 im (An) = r( 和 4)). 


n=1 n=1 


下 面 两 个 定理 说 明 o- 可 加 性 与 连续 性 之 间 的 关系 . 
定理 1 设 y 是 集 代数 多 上 的 o- 可 加 集 函 数 , 则 p 有 限 可 加 旦 连续 . 
证 ”由 性 质 2 知 ” 是 有 限 可 加 的 , 今 证 p 是 连续 的 . 


中 设 {14 cc 如 且 U 4。e 多 ,车 存在 m 使 p(Am) = oo, 则 由 性 质 4 易 


a | | 4，。 二 Oo 一 1 yp(An). 
(U ) 0 


(J hn = A1+ > (hn — An-i1) 


n=1 n=2 


且 4, An 一 4A-_1,n = 2,3.… 是 两 两 不 交 的 多 中 的 集 序列 , 故 由 o- 可 加 性 及 性 质 
4 可 知 
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(5 如 ) = el)+ 2 


n=2 


N 
= p(A1) + im 2 (hn — An_1) 
二 


N 
= 9(A41) + Jim, > [pe(4n) 一 (4 
wie 
= lim v(An), 
故 p 是 下 连续 的 . 要 
i 设 {4n} C 多 ,hn 4, 门 4。e 多 且 有 一 m 使 p(Am) < oo, 令 4 = hm 一 
n=1 
An,n=1,2,…,，, 则 A%1 且 


U4 和- Un- hn)=hn (Nh) ss 


n=1 n=1 
于 是 由 i) 知 
r(U) = jim v(AN). 0) 


但 由 性 质 4 知 当 N > m 时 , 由 于 p(4m) 有 限 ， 


P(AN) = yp(Am — AN) = p(Am) — p(An) (2) 
且 
(D4) -eh 
=v(Am) -vo( Nh) (3) 
n=1 


将 (2), (3) 代入 (1) 即 得 
vlAm) -9 人 门生) = p(n) ~ Whim, (An). 
n=1 


即 ” 是 上 连续 的 . 口 
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定理 2 ” 设 w 是 集 代数 多 上 的 有 限 可 加 集 函 数 . 若 wp 满足 下 列 两 条 件 之 
一 : (a) p 是 下 连续 的 ; (b) p 是 有 限 集 函 数 且 在 空 集 & 处 连续 , 则 yp 是 o- 可 加 集 


函数 . 
证 车 4。e 多,n = 1,2,… 两 两 不 交 且 》, 4u e 8， 


n=1 


i) 设 p 是 下 连续 的 , 令 Bu = 》, Ak， 则 Bn 1, Bn € F,n = 1,2,.., U Bn = 


k=1 


》 4, 于 是 由 p 的 下 连续 性 及 有 限 可 加 性 知 
nl 


RN 
n=1 n=1 Cot 
天 一 1 k=1 


即 o 是 o- 可 加 的 . 
i) 设 p 有 限 , 则 对 每 一 n 来 说 ， 


注 pe 
k=1 k=1 


大 一 m 十 1 
故 
(站 全 = 总 二 人 | 
一 ye(4n) +e( 入 4 
k=1 k=nt+1 


令 Bs 》 hi 则 Bs 4 且 门 Bg, 故 由 wp 有 限 及 在 2 处 连续 知 
k=n+l1 n=1 
( oo 
,lim 人 >》, 4 = lim p(Bn)= ¢(2)=0. 
k=n+tl1 


在 (4) 中 令 n 一 oo 即 得 
z( 二 4 = 》 yp(Ax). 
k=1 


k=1 


故 p 是 o- 可 加 的 . 


(4) 
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1.4.2 ”测度 空间 与 概率 场 


定义 3 ” 设 0 是 一 个 集合 , or 是 9 的 一 些 子 集 构成 的 o- 代 数 , 是 x 上 的 
测度 , 则 称 0 为 空间 , (2, oz) 为 可 测 空间 , (2, cx, 中 为 测度 空间 .of 中 的 元 称 为 
-可 测 集 或 简称 可 测 集 . 

定义 4 设 0 是 一 个 基本 事件 集合 , f 是 2 的 一 些 子 集 构成 的 代数, P 是 
xz 上 的 概率 , 则 称 0 为 基本 事件 空间 , (2, xz) 为 可 测 空间 , (9, xy, P) 为 概率 空间 
或 概率 场 . 

概率 是 一 个 正规 测度 , 它 具有 测度 的 一 切 性 质 , 为 了 今后 的 应 用 , 在 此 重 述 一 
下 概率 的 基本 性 质 及 由 它们 导出 的 常用 性 质 . 设 (2, oz, P) 为 概率 场 , 则 

了 ) 非 负 性 . 对 一 切 A € %, P(4) > 0; 

IT) 正规 性 .P(f) = 1; 

IID o- 可 加 性 . 若 4。e ,mn = 1 2,… 两 两 不 交 ， mp( > 入 ) = P(A); 

以 上 是 概率 的 基本 福 质 . 概率 还 具有 以 下 性 质 ” 

IV) 有 限 可 加 性 ， 着 4，< wf,k = 二 …,n 且 两 两 不 交 , 则 P( ht) = 

k=1 


DP(Ar); 
V) 可 减 性 . 若 4,B e fy,B 2 4, 则 
P(B- A)= P(B) - P(A). 


特别 , 若 4e zy, 则 
P(A°) =1— P(A); 


VD 不 降 性 . 若 4,B e ,BD 4, 则 
P(4) «< P(B)， 


特别 , 对 一 切 4 e 必 ， 
P(A) <1; 


VID 加 法 公式 : 着 4,Be 好 则 
P(AUB)= P(4)+P(B)- P(ANB). (5) 


一 般 来 说 , 若 A € ,k= 1,… ,n, 则 
P(Ua) = P(A)— >》 ， P(AiN A;) 
k=1 k=1 


li<ij<n 
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十 … 十 (一 1)*-! >》, P(Ai MN:::N Ai,) 
1&il<-<i&n 
+ + (1)"-1P(A1N:..N An). (6) 


证 i 由 于 4uB=4+(B-4nB) 且 4 与 (B-4nB) 不 交 , 由 IV) 知 
P(4UB)= P(4)+P(B-(4nB)), 再 由 可 减 性 即 得 (5). 

ii) 用 数学 归纳 法 证 明 (6) 成 立 . 当 n==2 时 由 i) 知 (6) 成 立 , 设 n 一 1 时 公式 
成 立 , 则 对 n 的 情形 由 i) 及 n 一 1 的 情形 知 


A 
=P (v 4 + P(4n) 一 书 (Ua n 人 


天 一 1 天 一 1 





也 一 工 
> Ph4)- >》 Pian4a) 
和 l1<ii<iz2<n—l1 

十 … 十 (一 1)*-! > P(Ai, NN Ai,) 
1&ii < <in Sn—l 


十 .… .十 (—1)”“?2P(A1 站 … 丫 An_1) 十 P(A,) 





n—l 
本 攻 P(AiNAhs)- YS Pan4iasn4n) 
1 一 1 


l1<ii<io<n—l1 
十 .十 (一 1 > P(Ai, NN Ai NM A,) 


1&il<<ip—1&n—1 


+ (1)" 2P(A1N:..N An_iN 加 


= Ph4i)- >, P(AhanN hi,) 


i=1 lii<i2&n 


| 和 PAsN.NAs) 


1&il<:…<ir <n—l 


+ 》， P(4an:…n4i in 4 
1&ii<…<ir_1<n—1 
十 … 十 (-1" IIP(4n…n4n). 


此 即 (6) 成 立 . 
VIIT) 连续 性 . 若 {4,} C zx, 4 则 
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若 {4n} C ,hn 14, 则 
P(N 4)=, lim P(An). 


下 面 举 两 个 例子 说 明 如 何 建 立 概率 场 . 
例 1 在 $1.2 例 1 中 ,用 hx 表示 从 某 工 厂 的 某 种 产品 中 抽出 件 恰 有 上 件 
合格 品 的 事件 , 令 za = {0,1,… ,n} 及 
人 一 {4k :REzn}， 
Bi= {Ax :k EA},AC Zz,, 
则 
2 = {Ba : 4C zn} 


是 2 中 的 o- 代 数 . 再 令 


P(B4) = 》 ( . jza 一 AC zn 


KE4 
其 中 p 满足 条 件 0 < p < 1. 则 P 是 wf 上 满足 非 负 性 、 正 规 性 、o- 可 加 性 的 集 函 
数 , 因而 是 概率 , 于 是 对 81.2 例 1, 我 们 建立 了 概率 场 (9, wz, PP). 
例 2 在 $1.2 例 2 中 ,用 4x 表示 某 公 用 电话 系统 在 时 间 间 隔 (a,a++ 引 内 收 
到 用 户 & 次 呼叫 的 事件 , 令 


0 = {Ax:k ez+)}, 
B4= {Ar :ke Acz}. 
则 
Y={BA:ACz} 
是 8 中 的 一 个 o- 代 数 . 若 令 
P(B4)= >, 人 


FE4 


其 中 入 > 0, 则 易 证 P 是 st 上 的 概率 . 因而 (2, xx, P) 是 一 概率 场 . 
在 今后 的 讨论 中 , 我 们 还 要 建立 各 种 概率 场 . 
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习题 及 补充 


1. 构造 一 个 可 加 但 非 有 限 可 加 集 函 数 的 例子 . 
2. 若 4 是 半 集 代数 .” 上 的 有 限 可 加 测度 (测度 ), 则 /在 .8 上 具有 半 可 加 性 
( 半 o- 可 加 性 ). 且 若 {41,… , 4%, 4} Cc .9, 每 一 4 C h 且 两 两 不 交 , 则 


> HA(4k) < 1(A). 
天 一 1 


(提示 : 利用 8$1.3 习题 1) 

3. 如 果 p 是 o- 代 数 gt 上 的 有限 -可 加 集 函 数 , 则 x 中 至 多 只 有 可 数 多 
个 不 相交 和 集 能 使 p 关 0. 

4. 设 (1, .xyY) 是 可 测 空间 , jy 是 其 上 有 限 可 加 测度 , 且 具 有 半 可 数 可 加 性 , 即 若 
Ac UV At,AE ,Ahr Ee ,k==1,2,.…, 则 有 


p(A) < Dn(Ak), 


k=1 


则 / 是 测度 . 

5 设 / 是 集 代数 多 上 的 测度 ,， {4n} 是 多 中 的 集 序列 ， 且 对 一 切 n > 
1, (| Ar € F, lim An € 多 , 则 

k=n 多 一 OO 


H( lm An) < lim 1(hn). 
若 对 一 切 n>1, 日 A € 9, Im 4 < 且 有 一 存在 使 得 4( 0 A) <w 则 
k=n Do k=n 
(lim An) 之 im L(An). 
车 1 是 有 限 测度 且 lim 4, = im Ah， = 4( 此 时 称 4 收敛 向 4, 记 作 lim 4 = 
4), 则 l 
H(A) = lim p(An). 
如 果 (An) < co, 则 
p( lm An) =0. 
6. 设 2 = R,E 是 R 中 的 一 切 子 集 类 , 令 


| +co， 若 AeE 且 Az%， 
a -| 0， 若 4= %. 
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验证 y 为 连续 集 函 数 . 
7. 设 2 是 [0, 1] 中 的 一 切 有 理 数 作成 的 集合 , E 是 由 一 切 形 如 ho,s = {z: ze 
Pa 和 z 乏 时 ,0<a 和 bs 和 l, 的 集合 作成 的 类 , 在 E 上 如 下 定义 集 函 数 1/: 


L(Aa,s) =b—a. 


试 证 jy 具有 有 限 可 加 性 并 且 上 、 下 连续 , 但 j 不 具有 o- 可 加 性 . 这 对 定理 2 说 明 
了 什么 ? 
8， 设 (2, or, P) 是 概率 场 , 若 B e 必 ,P(B) > 0, 则 对 一 切 4 e xy, 定义 


P(4IB) = 全 各 守 , 称 为 4 在 了 之 下 的 条 件 概率 . 试 证 PC1B) 是 or 上 的 概率 


因而 (0, yf, P(.|B)) 是 概率 场 . 
9. 设 41, 42,… 是 概率 场 (2, zy, P) 中 的 随机 事件 系 , 试 证 


i) 车 P(A4j)=1,k=1,2,…,n, 则 Bl | 多 ) -1; 
k=1 





0 吕 uP( 六 入 = 
n=1 


这 ) 车 P(A4%) = 0,n=1,2,…, 则 Pp( D4) = 

10. 设 忆 , 只 是 定义 在 (2, xz) 上 的 两 个 概率 测度 . 若 对 任意 的 。 > 0, 存在 
4。 € 好 , 使 得 已 (4e) > 1- e) 而 可 (4。) < e, 试 证 : 存在 A e oy, 使 得 P(A4) = 
1 Ro(A) = 0 (提示 : 取 4 = 人 山 A 

注 满足 上 述 性 质 的 两 个 概率 称 为 是 相互 奇异 的 . 

11. 设 P',P 是 定义 在 (0, oz) 上 的 两 个 概率 测度 , 若 对 任何 使 P(A4) = 0 的 4 < 
好 , 都 有 P'(4) = 0, 则 称 已 对 PP 连续 , 记 作 P' < P. 试 证 : 

i) 设 P,P 是 定义 在 (2, xf) 上 的 两 个 概率 测度 , 则 有 (8, sz) 上 的 一 个 概率 
测度 P 使 P<P 且 忆 <P 

i) 将 i) 推广 至 可 数 无 穷 多 个 概率 测度 已 , 记 …… 的 情形 . 


12. 在 上 连续 性 的 定义 中 , 如 果 4 1 且 门 4 e e, 但 不 存在 m 使 w(4m) 有 
限 , 则 不 要 求 Jim_e(4w) = ( 名 4 ) 成 立 如果 不 是 这 样 定义 , 则 定理 1 不 成 


立 . 例如 : 0 = {1,2,…}, 为 1 的 一 切 子 集 作成 的 -代数 4(4) = 4 中 点 的 个 数 ， 
易 见 这 是 测度 , 取 4,。 = {n,n+1,…}, 显然 4% 148, 但 jy(4n) = oom=12… 故 


im p(An) = +00 #0= 14(). 
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这 个 例子 说 明 为 了 使 c- 可 加 性 与 连续 性 一 致 , 必须 给 上 连续 性 这 样 下 定义 . 
13. 设 . 是 Q 中 的 半 集 代数 , Ap 是 o(.8) 上 的 -有限 测度 , 但 /在 .Y 上 未 
必 是 -有 限 的 , 试 构造 出 在 o(.y) 上 oc- 有 限 , 而 在 .> 上 不 是 -有 限 的 例子 . 


81.5 测度 扩张 定理 及 测度 的 完全 化 


每 当 使 用 概率 的 非 负 性 、 正 规 性 、o- 可 加 性 时 , 都 要 检验 > hn 是 否 在 所 考虑 


n=1 
的 集 类 之 中 , 这 就 造成 了 应 用 o- 可 加 性 的 极 大 困难 . 因此 在 理论 上 需要 把 概率 定义 
在 一 个 o- 代 数 上 . 但 实际 上 我 们 往生 比较 容易 地 在 一 个 半 集 代数 或 集 代数 上 定义 
概率 . 于 是 就 产生 了 以 下 的 问题 : 是 否 可 以 将 半 和 集 代数 或 集 代数 上 的 概率 扩充 到 包 
含 它 的 最 小 o- 代 数 上 ? 这 就 是 本 节 要 解决 的 中 心 问题 . 为 了 使 得 零 概 率 集 的 子 集 仍 
是 可 测 集 , 还 需要 把 概率 扩充 到 更 大 的 一 个 集 类 上 , 这 就 是 概率 的 完全 化 问题 . 为 
了 今后 的 应 用 , 我 们 讨论 更 广泛 的 问题 : 测度 的 扩张 及 完全 化 问题 


1.5.1 ” 半 集 代数 上 的 测度 扩张 为 其 最 小 集 代数 上 的 测度 


为 了 确切 起 见 , 我 们 先 给 出 

定义 1 设 C1C €2, El1, C2 都 是 1 的 子 集 类 ， Hi 是 定义 在 Ei 上 的 测度 或 有 
限 可 加 测度 , i = 1,2. 如 果 对 一 切 4e cl 有 

L1(A) < Ha(4)， 

则 称 ys 是 yi 在 cz 上 的 扩张 , 称 ji 是 po 在 el 上 的 限制 . 

我 们 首先 把 半 集 代数 上 的 测度 扩张 到 其 最 小 集 代数 上 , 进而 阐明 半 集 代数 上 测 
度 的 一 些 有 用 性 质 . 

定理 1 设 / 是 半 集 代数 .yy 上 的 测度 (或 有 限 可 加 测度 ), 则 4 在 多 (9) 上 
存在 一 个 唯一 的 扩张 访 

证 ”由 $1.3 定理 1 知 , 对 任何 4 e 多 (.9), 存在 正 整 数 n 及 Bk e ,k= 
1,… ,n 两 两 不 交 ， 使 4= 》, Bx， 令 


k=1 
tN 上 
k=1 


首先 亡 的 定义 是 合理 的 , 即 Xi(4) 与 4 的 表示 法 无 关 . 事实 上 , 若 还 有 4 = 
》 Gj,0; & .7,j = 1,…m, 两 两 不 交 , 则 由 y 在 .上 有 限 可 加 及 .9 对 交 封闭 知 
j=1 


n mm 


Dn(Br) = > > p(Br NO;) 
k=1 


k=1 j=1 
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=》 Dn(BNG) = An4nC)= 》 HG)) 


了 一 1 k=1 j=1 j=1 


其 次 , 非 负 性 显然 . 对 有 限 可 加 的 j, 声 有 限 可 加 显然 . 今 证 对 测度 j, 记 其 有 
0- 可 加 性 . 设 4 = 》, Bu € 多 (9), Bn € 多 (7),n = 1,2,… 两 两 不 交 , 由 (7) 
的 构造 知 > 


L 
4 = 》 hi, hie ,i=1,.…,! 两 两 不 交 , 
i=1 
Jn 
Bn = 》 Bn, Bu € HF,j=1,.…: , Jn 两 两 不 交 ， 
j=1 
n=1,2,.... 
令 
Cnij = AiN Bnj,i 1 ,47 =1, ,nn = 1,2,.…. 


由 B 两 两 不 交 知 Cwij 两 两 不 交 , 且 Cwij E .9. 故 由 4 的 o- 可 加 性 及 庆 的 定义 知 
oo Jn 
L(A)= Dn -Dr(SY ow) 


n=1 j=1 


oo Jn l 
-Pc -THDo) 
i=1 n=1 j=1 n=1 j=1 i=1 
00 Jn 


=) yw(Bu)= Da 


n=1 j=1 


因而 六 在 (9) 上 的 o- 可 加 性 获 证 . 
最 后 证 明 唯一 性 . 设 且 为 jy 在 多 (.y) 上 的 另 一 扩张 , 则 对 一 切 4 = 》, Bk < 
多 (7), Bk e .Fk 一 1,… ,n 两 两 不 交 , 都 有 Se 


= 2_h(B:) = >A(B) = 
k=1 k=1 


故 定理 1 全 部 获 证 . 口 
半 集 代数 上 的 测度 还 具有 下 列 有 用 的 性 质 : 
性 质 1 设 4 是 半 集 代数 .” 上 的 有 限 可 加 测度 , 若 {4, 4 ,hn} CC ,Ak 
两 两 不 交 且 》 4k C 4, 则 


k=1 


> wh < ph). (2 
k=1 
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证 ”我 们 考虑 在 多 (2 ) 上 的 扩张 六 则 若 令 
Ani1= 二 4A 一 Ax |， 


则 {41,… ,An+1} C 多 (.7), hk 是 两 两 不 交 的 , 由 六 的 有 限 可 加 性 知 


多 十 1 


4) = 》 ZK4h) = >》 RAk) + HAnt1). 
1 R= 


由 于 广 的 非 负 性 可 知 


D(Ax) < NA). 
k=1 


由 于 {4, 41,… ,An}cC. 及 冰 是 4 的 扩张 ,有 
Sp(Ax) < p(A). 口 
k=1 


性 质 2 iD 车 / 是 半 集 代数 .2 上 的 有 限 可 加 测度 , {4, 41,… ,4%} C 9, 而 
且 4c U A;, 则 
一 1 


pw(4) < Dp(4k); ( 半 可 加 性 ) (3) 


Nk 
ii) 车 4 是 半 集 代数 .y 上 的 测度 , 4, 4 e .7 ,n= 二 1,2,… ,AC U hn, 则 
n=1 


L(A) < > L(An)、 ”( 半 o- 可 加 性 ) (4) 


n=1 


证 ”由 定理 1 将 /扩张 到 多 (.%) 上 , 得 出 及 则 由 81.4 性 质 7 知 对 jy 是 有 限 
可 加 测度 的 情形 有 


L(A) < YN(Ax); 
k=1 
对 /是 测度 的 情形 有 
4) < 》 所 4 


但 在 9 上 天 与 人 一致, 故 性 质 2 获 证 . 口 
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1.5.2 ” 集 代 数 、 半 集 代 数 上 的 测度 扩张 为 其 最 小 oc- 代数 上 的 测度 


由 于 我 们 已 经 解决 了 由 半 集 代数 到 它 所 生成 的 最 小 集 代数 的 测度 扩张 问题 . 
而 主要 问题 在 于 如 何 将 集 代 数 上 的 测度 扩张 到 它 所 生成 的 o- 代 数 上 . 但 为 了 方便 ， 
我 们 宁愿 直接 由 半 集 代数 上 的 测度 扩张 到 它 的 最 小 o- 代 数 上 . 

定理 2 ” (测度 扩 张 定理 ). 设 / 是 空间 2 中 半 集 代数 . 光 上 的 测度 , 则 jy 在 
.9 生成 的 最 小 o- 代 数 c(.Z) 上 存在 一 个 扩张 . 车 jy 是 oc- 有 限 的 , 则 jy 在 o(.y) 上 
的 扩张 是 唯一 的 , 即 车 ji,p2 都 是 1 在 c(.Y) 上 的 扩张 , 则 对 任何 Be o(.) 来 说 ， 
都 有 

kK1(B) = p2(B). 

这 个 定理 的 证 明 将 由 证 明 下 面 儿 个 定理 来 完成 , 在 证 明 中 还 需要 一 些 概 念 . 先 
引入 “外 测度 ”的 概念 . 

定义 2” 设 j 是 空间 0 中 半 集 代数 .yz 上 的 测度 , 对 2 中 每 个 子 集 4, 令 


rine { Duh) Ac U hs hr e 9). (5) 
n=1 n=1 
称 j*(4) 为 集 4 的 外 测度 , 而 集 函 数 jz 叫做 由 / 引出 的 外 测度 . 

由 于 对 任 一 4 Cc 0 来 说 , 令 hi1 = 1,hn = 9,n>2, 则 AcCc U hn,An Ee 

将 

儿 ,n 二 1,2,…, 故 由 (5) 定义 的 外 测度 对 4 是 有 意义 的 . 因此 必 的 定义 域 是 8 
的 一 切 子 集 构成 的 集 类 . 

定理 3 设 / 是 空间 2 中 半 集 代数 .> 上 的 测度 , 则 由 py 引出 的 外 测度 jp* 
与 人 在 .Y 上 是 一 致 的 , 即 


(A)=u(4), 4<7. (6) 
并 且 je 具有 不 降 性 及 半 o- 可 加 性 , 即 


54 和 Ar(B)，， 4CBC8Ii (7) 
(Uh) < Dt) An CQ,n=1,2,... (8) 
n=1 n=1 


证 i 先 证 明 (6) 式 成 立 , 若 4e.9, 因 4c 4, 故 由 (5) 知 (A) < 4(4); 另 


一 方面 , 车 4 C U hw, hn e 9,n 二 1,2,…, 则 由 性 质 2 知 p(4) < 》 Dp(4;)， 
n=1 n=1 
此 由 (5) 知 


L(A) & inf { SY :AC U An, {An} C 7} 一 HA (A), 


n=1 n=1 
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故 (6) 成 立 . 网 站 
i) 再 证 (7) 式 成 立 . 设 A4cB, 若 {4,}jc.F 且 Bc Uh, 则 4 Cc Uh, 
故 由 (5) 知 
H(A) < Yn(An). 
因此 oo ce 
1*(A) < inf 位 H(An) :BCI)A,,{A,} Cc 了 
= je(B). 
记 ) 最 后 证 明 jv* 具有 半 o- 可 加 性 , 即 (8) 成 立 . 设 {4，} 是 8 中 任 一 可 数 集 


系 , 着 (4%) = +oo, 则 (8) 自然 成 立 ; 若 (4s) < oo, 令 < 为 任 一 正 数 ， 
和 = n=1 


于 是 对 于 每 一 A。 来 说 , 由 (5) 知 , 有 4 € .7 ,k= 1,2,… ,使 得 A c U ho 且 
> wh < We(An) + 去 (9) 
k=1 


成 立 ， 因而 U 4n GC U U Ank, 且 由 (5) 及 (9) 知 
n= n=1 k=1 


er 4 < 二 3 < > (x (An)+ 评 ) 


n=1 n=1 k=1 
= > (An)+e. 
n=1 
因为 es 可 以 任意 小 , 故 (8) 成 立 . 口 


外 测度 ji 不 一 定 在 2 的 一 切 子 集 类 上 满足 o- 可 加 性 甚至 是 有 限 可 加 性 . 为 
了 试图 满足 可 加 性 的 要 求 , 我 们 选 出 那些 能 够 可 加 地 分 割 任何 其 他 集 的 集 , 这 就 需 
要 引入 

定义 3 设 4 是 8 的 子 集 , 且 对 任何 8 的 子 集 万 来 说 , 都 有 


iD)= 庆 4nD+ 庆 CnD) 


则 称 4 为 jp*- 可 测 集 . 
1*- 可 测 集 有 下 述 性 质 : 
性 质 3 4 是 2 中 的 y*- 可 测 集 的 充分 与 必要 条 件 是 对 每 一 D Cc 8 来 说 ， 


wD)>(A4ND) + (A NDY. (10) 
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证 “条件 的 必要 性 显然 . 今 证 充分 性 . 因为 由 (6) 知 jer(c) = 0, 故 由 (8) 知 
( 令 h1 = 4nD,4 = 4cenD,4。= 2,n>3), 对 每 一 DCc 1， 


wD) < WAND) + pA ND). 


因此 由 (10) 知 , 对 每 一 D c 2, 定义 3 中 的 等 式 成 立 , 故 4 是 -可 测 集 、 口 
定理 4” 设 /是 空间 0 中 半 集 代数 .yx 上 的 测度 ,jer 是 由 /引出 的 外 测度 ， 
则 一 切 -可 测 集 所 作成 的 集 系 zf* 是 一 个 o- 代 数 
车 {4n} 是 of* 中 两 两 不 交集 序列 , 4 = 》、An, 则 对 任 一 Dc 0， 


=1 
WDNA)= > (DNA), (11) 


Wr 在 wz* 上 的 限制 ( 仍 记 作 py*) 是 gf* 上 的 测度 . 
证 “ji) 我 们 先 来 证 明 sx* 是 一 集 代数 . 首先 由 j*(@) = p(@) = 0, 得 到 对 任何 
Dc, 
W*(D)=W(2ND)+p (RND). 


因而 由 jx*- 可 测 集 的 定义 知 8 € xy*; 其 次 , 若 4 e wz“ 由 于 在 j*- 可 测 集 的 定义 中 
4 与 4° 是 对 称 的 , 因而 4e € 必 *; 第 三 , 若 4e wyY*, Be wyY*, 则 对 任何 Dc 92, 由 
pe- 可 测 集 的 定义 及 je 的 半 o- 可 加 性 知 
(DD)= (AND)+u*(A° ND) 

=p(AND)+ (ANBND)+u(A NB ND) 

>u((A4UABND) + (AUB) ND) 

=Ww((AUB)ND)+p*((AUB): ND). 
故 由 性 质 3 知 4U Be wy*. 因此 xy* 是 集 代数 . 

ii) 再 证 gy* 是 o- 代 数 . 为 此 只 需 证 明 : 若 {4A} 是 fy* 中 两 两 不 交 的 集 序列 ， 


则 》 hn e x*( 参 看 $1.3 习题 16). 由 于 {hn} 是 j*- 可 测 集 系 , 故 对 任何 Dc 2 
n=1 
有 
W*(D)=p*(A1ND)+p° (A ND) 
=W(AND)+ (A2N A ND) + (A NATND,) 
=j(AND) + (A2N AF ND)+-.- 
tw (AnNAIN-:...NAc_ND) 
+u*(AfN...NAs ND). 


由 于 4。m = 1,2,:… 两 两 不 交 , 故 Ak 门 4s_1…mA9 = hx, 而 A9NnA5N:…NnAs= 


CT 


4*(D) > SA ND)+p” (三 nD 


k=1 k=1 


在 上 式 中 令 ”一 oo 并 应 用 (8) 即 得 
WD) >》 (AFND) + (过 4 N D) 
k=1 


k=1 


> (Sa) nD) 十 多 (全 an (12) 


故 由 性 质 3 知 》 As c of*. 因此 of" 是 0 代数 


大 一 1 
过) 再 次 证 (11) 式 成 立 ， 设 {4%} 是 xy* 中 两 两 不 交 的 集 序列 ， 则 由 这 知 ， 
》 -An ef", 因 而 对 任何 Dc0 来 说 ,ie( 四 一 必 (二 和 jnpjie(( 工 4 n 
n=1 n=1 n=1 


D) 将 此 式 与 (12) 结合 即 得 


人 


-runpre( 人 全 wj 加 攻 
n=1 


用 (二 4 nD 代替 (13) 中 的 DD 即 得 (由 于 ro) = 0)(11). 


iv) 最 后 证 明 je 是 wf* 上 的 测度 .在 (11) 中 令 D = 4, 即 得 (注意 4 = 4 


n=1 
(4) = Dp (An). 


这 就 说 明 , pz: 在 wf*+ 上 的 限制 是 wf* 上 的 测度 . 口 
有 了 以 上 的 结果 , 我 们 现在 来 完成 定理 2 的 证 明 . 
定理 2 的 证 明 . 要 证 8 中 半 集 代数 .” 上 的 测度 /在 o(.7) 上 有 扩张 . 由 定 
理 4 知 只 需 证 o(.9) C wz, 则 必 在 o(.) 上 的 限制 就 是 yy 在 oc(.F) 上 的 一 个 扩 
张 . 再 由 定理 4 知 好 * 是 代数, 故 由 最 小 & 代数 的 定义 知 , 只 需 证 .9 C 必 *. 
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车 4e 儿 , 则 由 pv 的 定义 知 , 对 任 一 DC 2, 及 任 一 正 数 = 有 多 中 的 集 序列 
{An}, U 4 2 D, 使 得 


Hz(D)+e> 4(An). 
n=1 


由 于 4 e .9, 根据 半 集 代数 的 性 质 , 存在 Be € .7,k = 1,… ,m, 两 两 不 交 且 使 
hr = ) Bj, 于 是 4 可 以 表示 成 .9 中 m + 1 个 集 的 不 交 并 , 即 
村 


m™m 
An = AN An + > (Bj;N An), 


和 1 


因而 ph) = J(4Nn An) + 了》 p(Bjn An). 而 UG nN An) 2 DNA, U (5 mn 


j=1 


4 DDN 4°. 于 是 


Oo 


pr(D)+e> 》 pANAn)+ YY HBin4n) 
n=1 


n=1 j=1 

>(AND) +(A°ND). 
由 于 s 可 以 任意 小 , 因而 4 是 j*- 可 测 集 , 即 4e yy*, 因而 .9 C oy*. 这 样 , 定理 2 
的 第 一 部 分 获 证 . 

现在 证 明定 理 2 的 后 一 部 分 . 由 于 在 .上 是 "有 限 的 , 由 $1.4 性 质 6 知 ， 

存在 Du e 7,n = 1,2,… 两 两 不 交 , > ,Du = 8 且 MDn) < oo0,n =1,2,…. 若 
jp 都 是 4 在 o(.9) 上 的 扩张 , 我 们 先 证 明 对 于 任意 4 e v(y) 及 任意 正 整 数 n 
有 

uM1(A NN D.) 一 HL2(4 NN Dn»,). (14) 


为 此 , 对 任意 给 定 的 n, 令 
M= {A:Aeo(F),m(AND,)= Ha(4nDn)}. 


显然 .yc 跌 . 再 由 定理 1 知 jvi, poz 在 多 (.F) 上 的 限制 应 是 一 致 的 , 因此 , 多 (.Z) C 
mt, 所 以 只 要 证 明了 mM 是 单调 类 , 即 知 叫 = c( 史 (9)) = o(.7), 从 而 (14) 获 证 . 

现在 验证 M 是 一 单调 类 ; 设 4 € 9M,k = 1,2,… A 1 则 ji(hx 中 D,) = 
jpa(4kn Do,m = 1,2,.…. 由 于 测度 的 下 连续 性 , 我 们 有 
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U 4 jn Du = Lim, Ai(4k N Dn) = im Li2(Ax MN Dr.) 


m((D 4 Nn D,) . 


k Et; 又 设 4 € 观 ,k 二 1,2,… , Ax | 注意 到 AD) 有 限 , 因而 ji(hx 六 
i( Dn,) = HA(Dn) < oo = 1, 2， 利用 测度 的 上 连续 性 ， 


EE 2 


1 (( 人 A) Nn Du 三 jim Mi(Ak N Dn,) = dim LH2(Axk N Dn) 
一 Oo 一 co 


人 


即 A A e 昕 . 因此 mm 是 单调 类 .(14) 获 证 . 
利用 (14) 及 测度 的 o- 可 加 性 , 对 任意 的 A e c(.22)， 


M1(A) = DlAn Dy) = Dp ANMD.) = p2(4). 


n=1 
因此 ji 与 jw 在 o(.7) 上 一 致 . 口 
至 此 测度 扩张 定理 全 部 证 完 . 
对 概率 有 以 下 直接 推论 . 
推论 ”车 . 是 2 中 的 半 集 代数 ， 忆 是 .7 上 的 概率 , 则 有 唯一 的 概率 场 
(Po(9), P*) 存在 , 使 得 对 任何 4e . 有 


P*(A) = P(A). 


可 以 构造 出 当 j 不 是 oc- 有 限时 扩张 不 唯一 的 例子 (参看 习题 2). 
测度 扩张 定理 表明 , 只 要 在 一 个 半 集 代数 上 确定 了 oc- 有 限 测度 , 那 就 在 o(.) 
上 自然 地 确定 了 一 个 测度 , 这 给 建立 测度 带 来 了 很 大 的 方便 . 


数 分 划 ), 则 .一 yi 221} uo) 人 在 多 上 定义 


k=n, 

L(An) = qn > 0, n= 1,2,..: 
oo 
(Sa 二- Do 2 
k=n 天 一 人 


三 > u(@) =; 
k=1 
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则 4 是 .2 上 的 测度 , 可 以 自然 地 扩张 到 (zw) 上 , 且 若 gn,n > 1 皆 有 限 , 扩张 还 
是 唯一 的 . 

我 们 还 将 看 到 , 由 .Z0) 上 的 测度 自然 地 扩充 到 一 切 Borel 集 类 多 (0 上 的 例 
子 . 


1.5.3 ”测度 的 完全 化 


上 一 小 节 , 我 们 借助 于 外 测度 证 明了 在 半 集 代数 .y 上 的 测度 能 够 扩张 到 用 它 
生成 的 最 小 o- 代 数 上 . 在 证 明 的 过 程 中 , 我 们 看 到 还 可 以 把 它 扩张 到 jy*- 可 测 集 类 
sr* 上 , 9f* DD o(.9), 且 yr* 是 一 -代数 . 自然 要 问 : xz* 同 c(.Z) 相 比 , 究竟 大 多 
少 ? 二 者 之 间 有 什么 关系 ? 这 个 问题 的 解决 涉及 到 测度 空间 的 完全 化 , 我 们 先 引 入 

定义 4 设 (2,z,m) 是 一 个 测度 空间 , 称 8 的 一 个 子 集 B 为 4- 零 集 , 如 果 存 
在 Ae xy, 使 得 Bc A 有 jy(4) =0. 称 此 空间 为 完全 的 , 如 果 每 一 jy- 零 集 Be wy. 

易 证 , - 零 集 的 类 对 集合 的 可 数 并 是 封闭 的 . 

定理 5 设 (2, 必 ,由 是 一 测度 空间 , 令 = {A 人 NN :he YN 是 1- 零 集 }， 
则 x 是 一 o- 代 数 . 若 在 wf 上 定义 


A(AAN)= ph), 


其 中 4 e mw,N 是 广 零 集 , 则 五 的 定义 是 合理 的 且 (1, x,) 是 一 完全 测度 空间 
( 称 为 (1, .x,y) 的 完全 化 ). 
证 ”如果 4 € xy,N cB,B Ee wy,p(B)=0, 则 利用 等 式 


AUN= (4-B)A(BN(AUN)), (15) 
AAN=(A4-B)U(BN(AAN)), (16) 
可 以 证 明 
2 二 {AUN : Ae xy,N 是 1- 零 集 }. (17) 


因此 , wz 对 可 数 并 封闭 , 又 因为 (4A N): = he 人 NN, 于 是 以 对 求 余 运算 封闭 , 这 
样 w 就 是 一 o- 代 数 . 

为 了 证 明 气 的 定义 是 合理 的 , 设 A1 A Ni = hz A Na, 其 中 hi, 4a € ,Ni Na 
是 je- 零 集 . 容易 证 明 对 称 差 运算 满足 交换 律 和 结合 律 , 因而 


(41 人 42) 人 (Ni 人 No2) 二 (4 人 Ni) 人 (42 人 Na) 一 2， 


即 
41A4=NAN. 
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由 于 NM AN C NiU Nz, 故 Ni 人 Ns 是 jw- 零 集 , 于 是 WU4i A A2) = 0. 因为 
Ai =4in4z+4in45, 故 


L(A1) = KM4in42)， 
同 理 
L(A2) = 4(A1iN A2). 
于 是 jp(41) = p(42), 即 
L(A1 人 Ni) 一 L(A2 人 Ja). 
五 定义 的 合理 性 获 证 . 再 由 (15) 知 
A(AUN)= 4(4). 
利用 (17) 及 的 o- 可 加 性 易 证 五 在 w 上 是 o- 可 加 的 . 
最 后 证 明 (12, wz, 及 是 完全 测度 空间 . 若 B c 2, 且 存 在 一 4< 允 使 BCA4 
且 有 4) = 0, 则 存在 A1 € ,py(41) = 0 及 和 Vi 是 1 一 零 集 使 4 = hi 人 Ni 因而 存在 
Bi e ,NiC Bi,h(B1) = 0. 因 此 ,BC A1UBieE Yn(hA1UB1)=0, 故 B 是 jw- 零 
集 , B = g 人 B € syY. 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 口 
定理 6 若 / 是 半 集 代数 .zy 上 的 测度 ,ji 是 在 2 的 子 集 类 上 由 /引出 
的 外 测度 , 若 4 c 2, 并且 pr(4) < oo, 则 存在 一 个 集 B e c(.28), 使 得 4 c 
B,(ii)p*(4) = Mr(B),( 耻 ) 对 一 切 CCB-4 且 Cec(2), 都 有 Hzr(C) =0.( 称 集 B 
为 集 4 的 可 测 覆 盖 .) 
证 ”对 每 一 正 整数 n, 存在 .> 中 的 集 序列 {Fnk}k>l, 使 得 


1 
Ac[)Fr, SHEF SA 元. 
k 天 


若 令 Bn = UFnp,n = 1,2,… ,因为 在 .上 pr*=j, 且 pr* 在 o(.F) 上 是 测度 ,于 
k 
是 1 
H(A) < p(Bn) < HFnr) < py*(A) + = 
k 


令 B= 月 B, 则 Beo(y), 且 B24 因此 对 一 切 n>1， 
n=1 


(A) < p(B) < p(Bn) < H(A) + 


令 n 一 oo, 即 得 jy*(4) = jp*(B). 如 果 CcB-4A4 且 Ceo(9), 则 4cCcB- 
CEA) Sg p(B-0) = p(B)— pi(0) = py (A) (0). 因此 py*(C) = 0 证 毕 口 
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定理 7 设 / 是 半 集 代数 .” 上 的 oc- 有 限 测度 , py* 是 由 引出 的 外 测度 , ox* 
是 一 切 j* 可 测 集 作成 的 o- 代 数 , 则 测度 空间 (2, gy*,p*) 是 (8,a(.9),p) 的 完全 
化 .( 此 处 将 在 o(.y) 上 的 扩张 仍 记 作 jy.) 

证 ” 设 zy 是 由 完全 化 (0,o(.),p) 得 到 的 o- 代 数 . 只 要 证 明了 wz = wyY*, 则 
由 (17) 知 对 任何 B e w*, 必 有 4 e o(.8),N 是 jv- 零 集 ,使 得 B= 4UN, 因 为 N 
是 外 测度 为 零 的 j*- 可 测 集 , jy* 是 ty* 上 的 测度 , 故 jy*(B) = jp*(4) = p(4), 这 就 
证 明了 (2, 0*,1*) 是 (8,o(.), 14) 的 完全 化 . 

往 证 f= xz*. 由 于 


YY = {AUN :A eo(.98),N 是 1- 零 集 }， 


对 任何 4UN e 好 , N 是 ji- 零 集 , 故 必 为 J*- 可 测 集 , 4 e o(.9) C 4*, 由 于 wy* 是 0- 
代数 , 故 AUN e gy! 因此 oy C yr*. 再 证 WA C9. 设 Aewy',p*(A)<o0, 令 B 
是 4 的 可 测 覆 盖 且 C 是 B -- 4 的 可 测 覆 盖 . 因为 jy* 是 wt* 上 的 测度 , 于 是 有 


WB-A=p(B) -1°(A)=0. 


因此 py*(C) =0. 显然 4=(B-C)+(4nO). 因 为 B-Cech4nccCcce 
cl9) 且 mr(C) = 0 故 4ncC 是 jr 零 集 , 因而 4 e 好 . 最 后 由 jy 是 o- 有 限 的 ， 
因而 je 是 oc- 有 限 的 , 从 而 对 一 切 A € yr* 必 有 4。e HAN = 1,2,.. 两 两 不 交 


庆 (4n) < oo, 使 4 = 》、 4 由 于 前 证 结果 知 每 一 hu e 7, 再 由 xZ 是 0- 代 数 知 
n=1 


4= 》4ne 好 .从 而 有 好 =“ 口 

n=1 

还 容易 证 明 

定理 8 设 久 是 半 集 代数 .yz 上 的 oc- 有限 测度 , 则 测度 / 在 pj*- 可 测 集 类 oy* 
上 的 扩张 是 唯一 的 . 即 若 在 .上 y=py', 则 在 gf* 上 j= 

下 面 的 定理 说 明 jy*- 可 测 集 与 . 的 最 小 集 代数 多 (. 多 ) 中 的 集 的 关系 . 

定理 9 设 / 是 半 集 代数 .Y 上 的 测度 , 则 对 一 切 使 j*(4) < co 的 必 - 可 测 集 
A 和 任 一 s > 0, 存在 一 集 4。 e 罗 (2) ,使 必 (4A4e) < <. 

证 ” 任 给 。 > 0, 存在 .9 中 集 序列 {Bs}, 使 uu Bu,D4 且 


H(A) < Dp (Bn) < pA)+3, (18) 


n=1 


’ 


因为 ier(4) < o0, 所 以 pr(Bs) 收敛 . 故 存在 m 使 
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3 (BAR). (19) 


n>no 


仿生 = 站 Bo,B, 一 U Bo, 由 于 y 是 可 加 的 , 则 由 (18), (19) 知 
n= n>no 


(Be) < 3, (20) 

Ww*((Ae ULB)- A) < 7 (21) 

由 于 4-4。.cB. 且 4. -4c(4-UB-)-4, 利 用 (20), (21) 可 知 j*(4A 人 4c)<e. 
由 于 对 一 切 w Bn € .9, 因而 4。e .多 (.9F). 口 


1.5.4 直线 上 的 Lebesgue 测度 
本 节 最 后 考虑 一 个 关于 测度 扩张 和 完全 化 的 十 分 重要 而 典型 的 例子 , 讨论 它 的 
方法 在 今后 会 要 用 到 . 
90) 表示 81.3 例 3 中 一 切 左 闭 右 开 区 间 类 ( 包 知 形 如 (一 00, a), [b co) 的 无 穷 
空间 ), 它 是 一 个 半 集 代数 , 若 在 .y( 上 定义 集 函 数 
nu([a,b))=6—a, a,beR, ， 
p((—00;b)) = Iceo)) = p((—00,00)) = +oo， (22) 
则 jy 是 .YG) 上 的 非 负 集 函 数 . 这 样 定义 的 集 函 数 具 有 下 述 诸 性 质 : 
性 质 4 设 Ah1, h2,… ,hn 是 .Y0) 中 两 两 不 相交 的 集 , 且 ho e 90, 4k C 
Ao,k=1,…,n, 则 


> H4k) < M4o). (23) 
无 一 1 
证 令 Ax 一 [ax, bk), k 一 0,1…， ) 也 当 C0 二 一 00 或 bo 二 十 Oo 时 ， 性 质 显然 成 
立 , 故 不 失 一 般 性 , 可 以 假设 ol < aa 和.…… 和 an 且 -oo<oao 世 5 < +oco, 于 是 由 
假设 知 
ao < aba by <:..&an bn < bo, 
因此 n n n 
Dp(Ar)= >》 (bk —ax) < > (bk — ax) 
k=1 pl 天 一 1 


nl 
士 》 (ak+l — bx) 
k=1 
=bn—a1 <bo—ao= H(Ao). OD 


性 质 5 设 闭 区 间 Bo = [ao, bo]j(ao, bo 为 实数 ) 被 个 开 区 间 Gi = (ak bk),k = 
1,… ,n 的 并 所 包含 , 则 
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po 一 ao < >》 (pk 3 ak). 


k=1 
证 ”由 假设 知 有 一 ki(1 < ki < nn) 使 得 oo € Gx, 车 bx, < bo, 则 bx, € [ao, bo], 
故 由 假设 知 有 一 ko,1 < ko < n, 使 得 Me Gx. 一 般 来 说 , 若 已 选 k1,… ,kh 使 
得 bp，€ Gk,… ,bk_1 € Gp; br， < bo, 则 由 假设 知 可 选 一 pH 和 ti < n) 使 
bk, € Gk 由 于 UG 2 Bo, 故 可 在 1, 2.… ,n 中 选取 k1,… ,km 使 得 


Qk < 00 < bki, Oks < bk, < bk!l = 1 ,mC—1, 


Qkm < bo < Dk: 


因此 有 
m—1 
bo — ao < bkm 一 Qki 一 ba 一 Qki 十 》>， (bk — bk) 


l=1 
n 


< bn — on) < 2 (一 op) 9 
t=1 


k=1 


性 质 6 设 Ane.780,n=0,1,…, 且 


oo 
40 € U 4n， 


n=1 
则 
H(Ao) < ,H(An). (24) 


证 令 An, = [an,; bn),n 三 0,1 , 若 ao = bo, 则 (24) 显然 成 立 ， 今 考 虑 ao < bo 
的 情形 . 
i) 车 -oo < ao < bo < +oo, 设 s 是 满足 条 件 0<=< bo 一 ao 的 任意 数 , 令 


则 
Boc Aocl)An cI) Gn. 


n=1 n=1 
由 于 Bo 是 闭 区 间 , G, 是 开 区 间 , 故 由 有 限 覆 盖 定 理 知 , 可 从 {G。} 中 选取 有 限 个 
开 区 间 G1, 让 ,Gno; 使 得 
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于 是 由 性 质 5 知 


no E 
who -sp-m-e<》 (oo+ 喜 ) 
k=1 


<> (bn -om)+ 和 去 三 》 HA(4n) 十 e. 
n=1 n 一 


三 n=1 


由 于 s 的 任意 性 , 性 质 6 对 这 种 情形 成 立 . 
ii) a0 = 一 oo0, bo < +o0, 设 Bn 一 [一 N， bo), 由 i) 知 


bo+ N= J(BN) < 》 H(4n) 


多 三 工 


对 一 切 自然 数 N 成 立 . 令 N -co, 即 得 yp(hn) = +oo, 故 pho) < ph) 


至 于 to = +oo,@o 为 实数 或 bo = +co ao = -oo 的 情形 用 同样 的 讨论 方法 知 
(24) 成 立 . 口 

定理 10 

i) 由 (22) 定义 的 4 是 .YG) 上 的 rc- 有 限 测度 . 

ii) 在 罗 ((= c(.ZG)) 上 存在 唯一 的 测度 元 使 当 4e .9Y0) 时 有 4) = p(4). 

证) 由 jy 引出 的 外 测度 jp* 是 一 切 jy*- 可 测 集 上 的 测度 . jy*- 可 测 和 集 称 为 Lebesgue 
集 , 以 表示 一 切 Lebesgue 集 的 类 . 其 上 测度 per 称 为 Lebesgue 测 度 , 简称 二 - 测 
度 , 用 4 表示 , 则 (RD, 多 ,4) 是 (RD, 多 中 ,zz) 的 完全 化 . 

证 ”只 和 需 证 明 i), 至 于 说 ), 这) 则 由 i) 及 .9 是 半 集 代数 应 用 测度 扩张 定理 
及 定理 7 直接 得 到 . _ 

设 {4} 是 .GD) 中 两 两 不 交 的 集 序列 , 且 4 = 》、 4 e .9G), 则 由 性 质 4 知 ， 


对 任何 n> 1 来 说 
Dp(Ax) < p(A). 
=1 
令 n 一 oo 即 得 
Dp(Ar) < p(A). 
再 
故 由 性 质 6 知 . 
H(A) = 》 p(An). 
旋 二 上 
即 j 是 o- 可 加 的 , 至 于 的 非 负 性 及 oc- 有 限 性 则 是 显然 的 . 口 


81.5 测度 扩张 定理 及 测度 的 完全 化 Bl 


习题 及 补充 


1. 设 j 和 vw 是 可 测 空间 (9, xy) 上 的 两 个 有 限 测 度 , 又 设 EC oy 是 包含 2 并 
生成 x ( 即 o(€) = 史 ) 的 关系, 如 果 jp 和 vw 在 E 上 重合 , 则 它们 在 gt 上 重合 . 若 
kK 和 wv 是 oc- 有 限 测 度 结果 如 何 ? (提示 : 证 明 {4 : 14) = zx(4),4e w} 是 包含 E 
的 入 系 ). 

2. 在 测度 扩张 定理 中 半 集 代数 一 般 不 能 换 成 结构 更 简单 的 集 类 ; 条 件 c- 有 限 
除去 , 定理 的 唯一 性 未 必 成 立 . 这 可 由 下 面 例子 看 到 : 

i) 设 2=f{a,b;c,d},，E={{a,b},， {c,d}， {a,c}， {6,d}, 2,2} 令 


pi({a}) = pi({d}) = p2({b}) = p2({c}) = 1; 
Ab = Ace = p2({aD) = p2({4D) = 2; 
pa({z,9}) = pi({2}) + pi({9}),i = 1,2, {7,y} ee 
Hi(@) = 0, pi(f) = 6,i= 1,2. 
试 证 : E 不 是 半 集 代数 , 在 E 上 jw = 各 且 都 是 o- 可 加 的 , 但 在 c(E) 上 jp #2. 
让 设 f=(-00,00), 多 = {[a,b), 一 00 < qbg +o0, 当 a = 一 00 时 [a,b) 理解 为 
(00,b)}, 令 
411(4) = 4 中 点 的 个 数 ， A e o(%@); 
Ha(4) =2101(4)，4ec(G). 
试 证 : ji 和 /ma 是 c( 多 ) 上 的 测度 , 但 不 是 -有 限 的 , 在 多 上 pi = jz, 但 在 o(%) 
上 生 天 ja， 
3. 设 多 是 2 上 的 集 代 数 , ju, po 是 o( 多 ) 上 的 测度 且 在 多 上 c- 有 限 , 设 
4 ec( 史 ) 且 jn(4) < copa(4) < oo, 试 证 : 对 任意 的 s > 0, 存在 共同 的 集 4。 e 多 ， 
使 得 
Hi(4A4)<s， i=1,2 
同时 成 立 . 若 去 掉 /在 多 上 cc- 有 限 的 条 件 , 此 命题 还 成 立 吗 ? (提示 : 考虑 j++ jp2 
仍 是 o( 多 ) 上 的 测度 .) 
4. 证 明 一 切 外 测度 为 零 的 集 都 是 j*- 可 测 集 . 
5. 设 1 为 集 代数 多 上 的 测度 , je 为 由 引出 的 外 测度 , 4 Cc 8, 若 J*(4) < co 
且 对 任 一 es> 0, 有 一 4。 e 多 存在 , 使 得 ju*(4 人 4。) < es 则 4 为 j*- 可 测 集 . ( 提 
示 : 取 B= a 凯 4 ,注意 对 任意 正 整数 h B= 0, 上 六 证 明 j*(4 - B) = 


1*(B 一 A) =0. 因 而 B, 4 一 B,B 一 A 均 为 1*- 可 测 集 , 而 4= (4-B)U(B-(B-4). 

6. 设 (2, of, P) 为 概率 空间 , Cc 2 是 外 测度 为 1 的 集 ( 即 如 具有 性 质 : 如 
Ceo,Pcc, 则 PC) = 1), 则 (5,9,P) 也 是 概率 空间 ,其 中 必 = Nn5,P(B) = 
P(A4), 如 果 B = A 7.( 注 意 : 需 证 PP 定义 的 合理 性 .) 


.52 . 第 1 章 ”概率 与 测度 


7. 设 / 是 可 测 空间 (8, .4) 上 的 测度 ， (8, .97,z) 是 (2, ,站 的 完全 化 , 车 
A,Bew,ACECBEHE1(B-A)=0, 则 Eewg. 
8. 设 .> 是 半 集 代数 , ja 42 是 oc(.F) 上 的 测度 , 且 在 .9 上 o- 有 限 . 若 


m(A) < p2(A), AEY, 


则 
Ha(4) 和 ja(4)，4ec(7). 

车 jpma 在 co(.9) 上 o- 有 限 , 结果 如 何 ? 

9. 设 8 = R,.F0D = {a,b) : -00 & a & b < +o00, 当 a = -co 时 [ob = 
(一 00,5)}, 若是 .YG 上 的 测度 , 对 一 切 cb e R,y([a,b)) < oo 试 证 : 存在 不 降 
左 连续 函数 F(zj,z € R 使 得 y([a,b)) = f(b) 一 F(a), 对 一 切 a,b € RR 成立. 并 且 
F(z) 在 相差 一 个 常数 的 意义 上 是 唯一 的 . 

10. 若 F(z) 是 RG) 上 非 降 左 连续 函数 , 则 在 (上 存在 一 个 测度 几 使 得 对 
一 切 a,be RR 有 

ul[a,b)) = F(b) — F(a). 


81.6 ”独立 事件 类 


独立 性 是 概率 论 中 十 分 重要 的 概念 , 它 在 实际 应 用 中 也 很 重要 . 但 在 初等 概率 
论 中 有 些 结果 难以 严格 地 证 明 . 例如 , 两 个 独立 随机 变量 的 连续 函数 仍然 独立 , 以 
及 独立 随机 变量 的 乘积 的 数学 期 望 等 于 数学 期 望 的 乘积 等 命题 (这 些 命 题 将 在 第 
2、3 章 中 分 别 予以 证 明 ). 在 讨论 这 些 问 题 时 将 用 到 独立 事件 类 的 概念 及 其 扩张 定 
理 . 本 节 阅 述 独 立 类 的 概念 并 证 明 独 立 类 的 扩张 定理 , 一 方面 作为 本 章 前 述 理 论 的 
应 用 , 一 方面 为 今后 的 应 用 打下 一 定 的 基础 . 


1.6.1 独立 事件 类 的 定义 
我 们 约定 , 本 节 涉 及 到 的 一 切 事件 (集合 ) 都 是 在 概率 空间 (2, x, 了 P) 之 上 的 ， 
即 4 e oy, 且 其 概率 由 P(4) 给 定 . 


定义 1 如 果 
P(ANB)= P(A).P(B), 


则 称 事件 4 与 B 是 独立 的 . 
定义 2 ”41,… , 4， 是 n 个 事件 , 若 对 任意 1 < m < n, 任 意 1 < ki < 


ji2< … < km <n 都 有 A 
a 门 A) = [I P(4s,), 
j=1 


j=1 
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则 称 41,… , 4 是 独立 的 . 
显然 , 若 A1,… , hn 独立 , 必 有 A1,… , hn 两 两 独立 (这 时 取 m=2), 反之 , 若 
A1,… ,hn 两 两 独立 , 则 未 必 有 4 … , hn 独立 . 读者 不 难 构造 例子 说 明 . 
以 下 我 们 用 了 表示 一 个 任意 的 指标 集 . 
定义 3 设 4:,teT 是 vy 中 的 事件 类 , 若 对 任意 T 的 有 限 子 集 {1,… ,th}， 


P(A N:::N he,)= P(Ar):…. P(Ahs,), (1) 


则 称 AteT 独立 . 
若 对 任意 te T, E 表示 x 中 的 非 空 事件 类 , 且 从 每 一 @ 中 任意 取出 一 事件 
hi 后 , 事件 4,t e 工 独立 , 则 称 事 件 类 Ei,t eT 独立 . 


1.6.2 ”独立 类 扩张 定理 


我 们 来 证 明 本 节 的 主要 定理 . 

定理 1 设 (2, zx, P) 是 一 概率 场 , 若 &,,t eT 是 其 中 的 事件 类 , 且 满 足下 列 
条 件 : 

iD 事件 类 E41,t eT 独立 ; 

i 每 一 et 对 有 限 交 封 闭 , 即 若 A,… ,4(m) < et 则 0 4 € &,, 则 ve， 
t eT 是 独立 的 事件 类 . 

证 i) 首先 由 定义 3 易 知 est eT 独立 的 充分 必要 条 件 是 对 T 的 任意 有 限 
子 集 {th n> 1 Ck = 1,.…,n 独立 , 因而 只 需 对 工 = {1,… ,n} 的 情形 
来 证 明 . 

站 设 卫 = {1,… ,n), 令 


,Mi = {A1 € o(@&1) :对 任意 4j € E&j,j = 2,… ,n, A1, 42,… ,4An 独 立 } 


往 证 Mi = o(E&1). 由 于 Mi 包含 x- 系 El, 故 只 需 证 Mi1, 为 入 系 . 
首先 证 位 E AMi: 即 证 对 任意 Aj,j = 2,.…: ,nN, (2, A2,- , An 独立 . 事实 上 , 任 
取 1<g ki<ko<…<km<n, 车 友 =1, 则 由 42,… ,hn 独立 及 PLD)=1 知 


P(QN Aps NN Ar)= P(Akps MN--:N Ax,,) 
= P(Ak,):…. P(Arx,,) 
= P(Q)P(Ax,).…. P(Ar,,). 


车 名 >1, 知 {hg.,… ,Ak,} CC {42,… ,An}, 再 由 A2,… ,hn 独立 有 : 


PC 人) = 1 P(Ax,). 
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这 就 证 明了 , 0, 42,… , 4。 独立 , 即 P € AMi. 

再 证 M1 对 真 差 封闭 : 若 4,B e Mi, 且 A4cB, 往 证 对 任何 A; € Gji)7 = 
2,… ,n,B 一 4A, A2,… ,hn 独立 . 利用 nn 个 事件 独立 的 定义 及 概率 的 减法 性 质 可 
得 : 当 1= ki < ko <…<km < n 时, 由 于 4, Be Mi, 我 们 有 


人 


= P(B)- II P(Ax,) — P(A): [[ PA,) 
7=2 j=2 


= (P(B)- P(A) I P(As,) 
=P(B -ATIP(As) 


j=2 


当 1< ki <… < km < n 时 , 由 A42,… ,hn 独立 易 知 


P(Api NN Ax) = [I P(Ax,). 
了 一 1 
这 就 证 明了 B 一 4, 42,… ,4n 独立 . 最 后 证 M1 对 单调 增 序 列 的 并 封闭 ， 即 若 
Bn 1 B,Bie Mi,l=1,2,.…, 则 Be Mi. 同样 当 取 1=ki<kso<:…<knm&n 
时 , 由 于 概率 的 连续 性 及 Bi e AL = 1,2,… , 我们 有 


P(an (no)) = lm P(B N (na)) 


二 dm P(B,) TI P(Ax,) 


j=2 


= P(B) II Pduw)， 


j=2 


当 取 1 < < … < km < n 时 , 由 42,… ,An 独立 知 
P( 门 A = |[ P(x,). 
j=1 j=1 
这 就 证 明了 c(ea), cz,… ,En 独立 , 且 每 一 个 类 都 是 关系. 


过) 令 M2 = {A2 € o(€2): Al € o(€1), Aj € €;,7 = 3,.… ,n)}, 与 i 同 理 可 证 
o(E1), 0(E2), ca ,En 独立 . 
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再 以 同样 手法 进行 n 一 2 次 即 可 证 明 o(Ek),k = 1,… ,n 独立 . 定理 证 毕 . 
推论 ” 若 事 件 41,t eT 是 独立 的 , 则 事件 类 {C, 44, 4f, 2},t e 了 独立 , 因而 


对 任意 ti,*…: ,tn eT 
k=1 k=1 


其 中 4 = hs 或 45. 

证 ”因为 {4,} 上 的 最 小 oc- 代数 是 {2, hi, 48, 2}. 

这 个 推论 可 用 较 定理 1 简单 得 多 的 方法 来 证 明 , 我 们 证 明定 理 1 的 目的 不 在 
于 此 , 而 是 为 了 以 后 的 应 用 . 

下 面 先 举 几 例 说 明定 理 1 的 应 用 . 

例 1 设 有 个 独立 事件 41,… ,4 则 


P(U 和 ) =1- [Ga - P(4:)). (2) 
k=1 k=1 


这 是 因为 
UA=( 门 全 ) 


k=1 


P(U4)-1-7(NN4) (3) 


由 于 ht,k = 1,.… ,n 是 独立 的 , 故 由 推论 知 站 态 ) = IH P(A 二 Ha = 
二 十 过 一 
P(A4x)), 代入 (3) 即 得 (2) 式 . 

公式 (2) 在 确定 概率 时 有 很 多 应 用 , 例如 

(la) 设 甲 、 乙 两 地 间 的 无 线 电 通讯 中 有 n 个 中 继 站 , 而 每 一 中 继 站 中 断 的 概率 
是 p, 试 求 甲 、 乙 两 地 通讯 中 断 的 概率 po. 

设 44 表示 “第 个 中 继 站 中 断 ” 这 一 事件 ,= 1,… ,mw， 而 只 要 有 一 中 继 站 
中 断 , 甲 、 乙 两 地 的 通讯 即 告 中 断 , 故 甲 、 乙 两 地 通讯 中 断 这 一 事件 为 U 4. 另 
外 , 通常 两 个 中 继 站 工作 状况 是 没有 多 大 关系 的 , 因此 可 以 设 为 41,… , 4 是 独立 
的 , 故 由 (2) 式 知 


n 


m=P(U%)=1-II0 -Ps) -1-0 0". 四 
k=1 k=1 

(1b) 有 100 个 民兵 , 每 一 民兵 一 次 射击 命中 敌 机 的 概率 是 0.05, 试 求 在 100 个 
民兵 对 敌 机 进行 一 次 射击 而 敌 机 被 击 中 一 次 以 上 的 概率 po 
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这 个 问题 的 解法 与 上 例 一 样 , 其 结果 为 
po = 1— (1— 0.05)% = 0.994. 
例 2 设 41,… ,4 是 个 独立 事件 , 目 P(Ak)=p,k=1,…,n, 令 
Bn = 24n.na4 4 = A 或 hs, (5) 


而 和 式 是 对 41,… , 4 中 恰 有 mm 个 44 = 4x 的 一 切 事件 求 和 的 , 试 求 Bw 的 概 
率 . 
这 个 问题 在 通常 教科 书 中 采用 以 下 更 直观 的 说 法 : 将 {4k, 48} 叫做 一 次 试验 ， 
而 {44, 42} = 1 mn 叫做 m 次 独立 试验 , 而 Bn 称 为 在 n 次 独立 试验 中 A 发 
生 m 次 . 这 种 说 法 是 有 其 广泛 的 实际 意义 的 , 下 面 举 一 实例 : 某 工 三 产品 中 出 现 废 
品 的 概率 为 0.005, 求 在 任意 取 来 的 10000 件 产品 中 恰 有 40 件 废品 的 概率 . 在 这 个 
特例 中 每 取 一 个 产品 可 以 看 成 是 一 次 试验 , 抽 第 上 个 产品 而 抽 得 废品 以 A 表示 ， 
抽 得 合格 品 以 48 表示 , 因此 {4;, 48} 恰好 表示 第 大 次 试验 的 结果 , 而 且 根 据 实际 
情况 可 以 认为 A1,… , 4ioooo 独立 , 且 P(A4k) = 0.005, 所 要 求 的 概率 是 已 (Bao). 
我 们 现在 来 求 概率 P(B), 由 于 B, 的 和 式 表达 式 中 各 项 是 不 交 的 ( 即 互 不 相 
容 ), 故 
PUB = SP(A' NN A'). (6) 
而 由 定理 1 的 推论 知 41,… , 4 是 独立 的 , 故 
P(4n…n4n) = P(A1).… P(Ah,). 


但 由 假设 知 P(A4k) = p, P(42) = 1-p, 而 41,… ,41 中 恰 有 m 个 hk, 因 而 P(44n…: 
n4) = p™(1 一 p)"-m, 又 由 假设 知 (5) 中 的 项 数 是 n 个 事件 中 取 mm 个 的 组 合 数 ， 


即 为 此 ja (6) 知 
mm 

P(Bm) = ( ja sp) (7) 

mm 
有 时 为 了 简单 , 将 P(B) 记 作 b(m,n,p), 称 为 n 次 独立 试验 中 A 出 现 m 次 的 概 
率 , 或 者 用 / 表示 n 次 独立 试验 中 A 出 现 的 次 数 , 则 P(B%) 也 可 记 成 P(j = m)， 

通常 还 用 g 表示 1 - P, 于 是 (7) 式 写成 
b(m,n,p) = P(p = m) = ( a | pg ™. (8) 

mm 


例 3 设 有 一 种 对 象 X 在 一 段 时 间 内 是 随机 地 出 现 的 (我们 称 这 种 现象 为 
流 ), 它 的 出 现 满足 下 列 三 个 条 件 : 
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1° 平稳 性 对 任何 上 > 0 及 非 负 整数 &, 在 时 间 区 间 (ae 十 引 内 大 出 现形 次 
的 概率 对 任何 a > 0 都 一 样 , 即 “ 在 时 间 区 间 (ca 十 寺内 和 出 现 大 次 (用 4k(o, 及 
表示 ) 的 概率 只 与 &,t 有 关 , 而 与 a 无 关 , 这 个 概率 记 成 P(t). 实际 上 , 还 要 假设 在 
有 限时 间 间 隔 t 内 X 只 出 现 有 限 次 . 并 且 X 出 现 一 次 或 一 次 以 上 的 概率 大 于 零 . 

2° 无 后 效 性 ”对 任意 a,t,k, hk(a,) 的 概率 与 时 刻 a 以 前 的 X 出 现 的 状况 无 
关 , 确切 地 说 , 若 (a、,a、+tsl, 入 E 4 是 不 相交 的 区 间 类 , 则 事件 类 €、 三 {Ak(aa, ta),k = 
0,1,2,…}, 入 eA 是 独立 的 . 


3° 普通 性 设 y(t) = 》 P(t), 则 
k=2 


y(t)=olt)(t 一 0) 或 lim J =0. 
这 表示 在 同一 刹那 X 出 现 两 次 或 两 次 以 上 实际 上 是 不 可 能 的 . 

具有 平稳 性 、 无 后 效 性 和 普通 性 的 流 为 最 简单 流 . 它 是 很 多 实际 对 象 的 数学 抽 
象 , 因而 它 有 着 广泛 的 应 用 . 下 面 仅 举 几 例 来 说 明 : 

(3a) X 表示 某 城市 内 电话 用 户 向 电话 局 的 呼唤 ; 

(3b) X 表示 一 块 放射 性 元 素 单个 原子 的 赔 变 ; 

(3c) 电视 的 传送 是 将 一 幅 画面 分 成 若干 个 (例如 252 个 ) 长 方 格 , 而 将 这 些 格 
中 的 亮度 分 成 若干 级 后 依次 按 亮 度 的 级 数 传送 , 由 于 所 传送 的 画面 的 多 样 性 , 亮度 
的 改变 可 以 认为 是 随机 的 , 因此 用 X 表示 亮度 的 一 次 改变 , 可 认为 它 满足 以 上 三 
个 性 质 ; 

(3d) 当 电子 管 接 通 时 , 电流 (或 电压 ) 是 由 电子 管 阴极 向 阳极 飞 出 的 电子 而 产 
生 的 . 虽然 电源 的 电压 一 定 , 但 由 于 电子 的 众多 以 及 其 他 各 种 原因 , 每 个 电子 从 阴 
极 飞 出 也 是 随机 的 , 因而 电流 也 出 现 波动 , 这 种 现象 在 无 线 电 电子 学 中 称 为 散 弹 效 
应 . 用 和 表示 有 一 个 电子 从 阴极 飞 出 , 则 当 电 子 管 工作 正常 时 ( 即 电子 学 中 所 谓 的 
稳 态 状态 ), 可 以 认为 X 的 流 是 最 简单 流 . 

下 面 我 们 来 求 出 P(t) 的 表示 式 . 首先 求 P(t). 


i) 由 于 ho(0,4t) = A Ao(mt,t),t > 0, 及 Ao(mt,t),m==0,1,…,l 一 1 独立 (无 
m=0 
后 效 性 ), 故 


i—1 
P(t) = P(Ao(0,)) = T P(Aolmt,t)) = [PO (9) 


m=0 
因而 (1) = BE)| on 为 任意 正 整 数 , 令 


Pol1) = 0, (10) 
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则 nm(2) 二 93, 由 (9) 即 知 


Rn(E)=04, k=1,2,.…. (11) 
应 用 (11) 来 证 明 : 对 任意 正 数 t 都 有 
Plt) = 0. (12) 


由 于 当 0 < 五 < 刀 时 ， 


Polt2) = P(Ao(0, t2)) 全 P(Ao(0, t1) Nn Aolti, t2 一 t1)) 
= P(Ao(0,t1)P(Aolti,t2 —t1)) & P(Ao(0,t1)) 


= Polti), 
即 P(t) 是 不 增 函 数 . 对 每 一 正 整数 ” 有 一 正 整数 1,, 存在 使 得 
了 二 << 世 去 (13) 


因而 lim 2 一 上 这 就 有 


bo 一 n(” 十) > Plt) > (se) = 从. 
也 也 


令 一 oo, 即 得 (12). 
最 后 我 们 来 证 明 





0<0<1. (14) 


由 于 9 = (1), 故 应 有 0 < 9 < 1, 车 9 =0, 则 对 任 一 给 定 的 t> 0, 由 (12) 知 对 任 
何 正 整数 n 都 有 Bn(2) = 0, 因而 


C3 
( 因为 在 有 限 的 时 间 间 卫 内 X 不 能 出 现 无 限 次 ， 四 而 > P(E) 路 由 于 无 后 
i) 


| UA: (的 ] c 和 ho 故 


k=1 k=n 


效 性 及 定理 1 知事 件 站 h(E £), -01...,n -1 是 独立 的 且 a 
k=l 一 0 


D0 =-P( 王 wo) > 这 (we 人 ) a 


k=n i=0 
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对 任何 正 整数 ”都 成 立 , 令 n 一 co, 即 得 矛盾 . 若 9 = 1, 则 由 (12) 知 对 任何 正 数 
t 都 有 P(t) = 1, 于 是 


P(D a0)) = PRY=1- RY =0, 
k=1 天 一 1 


即 X 在 (0 省 中 出 现 一 次 及 一 次 以 上 的 概率 是 零 , 此 亦 与 假设 矛盾 , 故 (14) 式 成 
立 . 由 (12) 及 (14) 即 得 
五 由 = e 下 为 一 正常 数 . (15) 


这 就 是 我 们 第 一 步 所 要 求 的 结论 . 
i) 现在 来 求 P(t)(k > 1) 的 公式 , 设 t 是 一 给 定 的 正 数 , 并 令 


(0 (0 ?| or (2 
BiAx(0,t) N Hi, 
了 B2 人 4k(0， 办 门 五 2， 
其 中 
丽人 “在 每 一 子 区 间 中 X 出 现 的 次 数 不 超 过 1”， 
HU 至 少 一 子 区 间 中 X 出 现 的 次 数 大 于 1 
则 易 见 
P(t) = PCBi) 二 PCB2)， (16) 
而 B, 表示 在 ” 个子 区 间 中 恰 有 上 个 子 区 间 X 出 现 的 次 数 是 1( 其 余 的 n 一 k 个子 
区 间 X 出 现 的 次 数 当然 是 零 ) 由 于 无 后 效 性 , 事件 类 {Aa( 人 人 引 ， Ai( 


1 = 0,1,… ,n 一 1 是 独立 的 , 应 用 与 求 b(k,n,p) 相同 的 方法 , 立刻 可 以 证 明 
(PPA 。 
由 于 (15) 及 普通 性 , 在 no 人 二 0) 及 上 为 常数 时 , 我 们 有 


tN]" 4 
日 SUM em 
n 
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将 此 二 式 代 入 (17) 式 , 当 一 co 时 , 即 得 
二 渴 人 了 (人 一 1)… 人 k++1) 


-学 


> k 


另 一 方面 , P(Ba) < PCU), 而 本 = 站 (2 (三 ) ) ， 故 由 普通 性 和 


P(B1) = [1 + o(1)] 


ep 


1=0 k=2 


将 (18), (19) 代入 (16), 并 令 n 一 co 即 得 
P(t) = lim [P(B1) + P(B2)] = 人 et k>l. 
而 当 k= 0 时 , 上 式 即 为 (15) 式 . 故 由 iD, 这 得 出 下 列 一 般 表 达 式 


t k 
RU= S- et, k=0,1,2,..- 


(18) 


(19) 


(20) 


(20) 就 是 我 们 要 求 的 表达 式 , 其 中 只 有 一 个 待定 的 参数 \, 它 的 实际 意义 及 对 


于 具体 问题 的 求法 将 在 以 后 建立 起 来 的 理论 的 基础 上 给 出 . 此 处 不 再 讨论 了 . 


习题 及 补充 


1. 若 对 事件 41,.… 4 有 P(A 4 冯 站 P(A%), 是 否 能 得 出 41,… ,A 
让 = 


独立 ? 如 果 能 , 证 明之 , 如 果 不 能 , 举 出 反例 . 


2.，(02, 4,P) 是 概率 场 , 若 {An} C yf 且 SP(A,) < oo, 则 P(4,i.o.) = 


WE 


o(4 ni.0. 表示 有 无 穷 多 个 4。 发生, 即 4%i.o. = 人 U 4 车 hn,n = 12,…. 


n=1 k>n 
独立 , 且 9》， P(An) = oo, 则 P(Ahni.o0.)= 1. 
此 命题 称 为 Borel 0_1 判 据 . 
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(提示 : 证 第 二 结论 时 应 用 概率 的 上 、 下 连续 性 及 4;,n = 1,2,… 的 独立 性 ， 
求 得 P(Ahni.0.) = 1 一 lim lim [P(A4%), 再 利用 熟知 不 等 式 e > 1 一 zz > 0， 
k=n 


易 得 结论 . 此 结果 称 为 Borel 0 一 1 判 据 , 见 硕 .1 
3. 设 41,… ,hn 独立 而 P(Ak) = pk, 试 求 : 
i) 所 有 事件 全 不 发 生 的 概率 ; 
ii) 诸 事件 中 至 少 发 生 其 一 的 概率 ; 
证) 怡 好 发 生 其 一 (任何 一 件 ) 的 概率 , 并 指出 其 理论 根据 . 
4. 设 事件 类 名 ;te 了 独立 , 则 向 每 一 个 名 中 增添 下 列 各 种 事件 时 独立 性 仍 
能 保持 ; 
i) 概率 为 零 的 事件 及 概率 为 1 的 事件 ; 
ii) 其 中 事件 的 真 差 ; 特别 是 它们 的 余 集 ; 
过) 其 中 事件 的 可 数 不 交 和 ; 
iv) 其 中 事件 序列 的 极限 . 
5. 车 事件 类 Ei,t eT 独立 , 每 一 et 为- 系 且 T= > .Te 令 
k=1 
2 = "| 4s; hs, € Et € Th,m > 路 
j=1 


则 om yk = 1.… ,nm 独立 . 


第 2 章 ”随机 变量 与 可 测 函 数 、 分 布 函数 
与 Lebesgue-Stieltjes 测度 


第 1 章 我 们 建立 了 概率 场 (2, x, P), 从 原则 上 说 , 已 经 完全 建立 了 概率 论 的 
逻辑 基础 . 但 是 还 需要 在 此 基础 上 给 出 一 些 基本 概念 , 首先 是 随机 变量 及 其 分 布 函 
数 的 概念 

随机 变量 是 一 般 测度 论 中 可 测 函 数 的 特殊 情形 , 分 布 函数 与 Lebesgue-Stieltjes 
(以 下 简 记 为 L-5) 测度 对 应 . 本 章 将 在 直观 基础 上 给 出 随机 变量 及 其 分 布 函数 的 定 
义 , 而 后 再 更 广泛 地 讨论 可 测 函 数 及 -一般 分 布 函数 与 -5 测度 的 关系 . 


8$2.1 随机 变量 及 其 分 布 函数 的 直观 背景 


例 1 在 $1.2 例 2 中 ,我 们 建立 了 基本 事件 系 8 = {hi :Re Zi},Axk 表示 
在 (aa 十 引 内 收 到 用 户 大 次 呼叫 这 一 基本 事件 . 如 果 我 们 用 表示 该 公用 电话 系 
统 在 (a,a 十 4 内 收 到 用 户 呼 叫 的 次 数 , 则 上 是 取 值 在 2+ 中 的 变量 , 当 {hk} 发 生 
时 , 上 取 值 为 k, 它 与 通常 数学 分 析 中 的 函数 相同 之 处 在 于 值 域 是 某 一 数 集 , 不 同 之 
处 在 于 定义 域 不 一 定 是 数 集 , 而 是 基本 事件 空间 2, 即 


€(Ax) 二, 4k EQN. (1) 


由 于 在 一 次 试验 中 究竟 发 生 哪 一 个 {4k} 是 随机 的 , 从 而 上 的 取 值 也 其 有 随机 性 . 
粗略 地 说 , 我 们 称 这 种 取 值 具有 随机 性 的 变量 为 随机 变量 . 这 就 是 随机 变量 这 种 术 
语 的 由 来 , 也 就 是 它 的 实际 背景 所 在 . 

现在 进一步 分 析 上 述 变量 上 的 特性 . 将 随机 变量 上 =& 与 随机 事件 {4x} 相 联 
系 , 而 8 的 一 切 子 集 作成 一 个 o- 代 数 ox, 由 81.6 例 5 可 知 


P(AiD) = es kez (2) 
车 4e xy ( 即 Ac 0), 则 令 
P(A4)= 》 P({Ax}). (3) 


AkEA 
于 是 容易 验证 (2), (3) 定义 了 wf 上 的 一 个 概率 , 这 样 就 对 该 电话 系统 在 (a,a + 刁 
内 收 到 用 户 呼叫 的 这 种 随机 现象 规定 了 一 个 概率 场 (2, of, PP). 6 是 定义 在 9 上 的 
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函数 . 除 此 而 外 , 它 还 应 满足 其 他 性 质 . 例如 , 上 取 某 一 非 负 整数 值 是 一 个 随机 事 
件 , 更 一 般 些 , 上 取 区 间 [x1, ra) 内 的 值 , 也 是 随机 事件 , 它 可 以 表 成 {zi < & < zz}， 
这 种 随机 事件 应 与 概率 场 发 生 关系 , 由 (1) 易 知 , 随机 事件 {z1 和 上 < za} 和 随机 事 
件 {4k :zi < (hn) < x2} 是 一 样 的 . {x1 < & < x2} 显然 是 随机 事件 { < x2} 与 
{< z1} 的 差 , 故我 们 只 需 考虑 { < z} (z 是 任意 实数 ) 就 可 以 了 . 于 是 就 得 知 E 
应 具有 第 二 个 性 质 : 对 任何 实数 来 说 , 使 得 € 取 值 小 于 x 的 一 切 基 本 事件 所 成 的 
集合 应 属于 oy, 即 

{Ak :El(Ar) <r} EY,r ER. (4) 


由 (4) 我 们 还 可 以 证 明 ( 见 $2.1), 对 任何 实 直线 上 的 Borel 集 B, {Ax:t(Axk) € B} e 
以 . 这 就 使 得 对 {A : £(Ak) e B} 这 样 的 事件 能 够 赋予 概率 , 从 而 通过 概率 场 , 完 
全 决定 了 随机 变量 上 的 取 值 规律 . 

在 很 多 场合 , 对 于 一 种 随机 现象 ,只 引进 一 个 随机 变量 是 不 够 的 , 我 们 举例 来 
说 明 这 一 点 . 

例 2 ” 某 射 手 向 一 目标 射击 (参看 81.2 例 6), 弹 着 点 散布 在 目标 周围 , 设想 在 
平面 上 建立 了 直角 坐标 系 , 则 “ 弹 着 点 为 (z,y)” 是 一 基本 事件 , 记 作 和 A(z,y), 基本 事 
件 空间 PA{Xzy : (zz 人) e RO 中 }, 令 o- 代 数 oy 为 一 切 形 如 


A(B) = {Xew : (人 JE B}, Be GO) () 
的 集 类 , 令 WE 
P(A4(B)) = {| ~—e-*i drdy,B e B00), (6) 
jE 


(P(A4(B)) 是 概率 , 其 中 积分 为 Lebesgue 积分 , 这 点 将 在 以 后 说 明 ). 这 样 我 们 就 建 
立 了 一 个 概率 场 (f, oz, PP). 

为 了 研究 它 , 我 们 常常 引进 两 个 随机 变量 , 用 上 和 ?7 分别 表示 弹 着 点 在 X 轴 和 
Y 轴 上 的 坐标 . 它们 取 值 的 范围 都 是 实数 集 , 并 且 对 于 每 一 给 定 的 基本 事件 和 (,,y,& 
取 值 z, 7 取 值 y, 即 上 ,7 都 是 定义 在 基本 事件 空间 2 上 的 函数 : 


é(Xz,y)) 三 多 ， 
n(Mz,y)) = Y, 


同 例 1 一 样 , &,n 具有 下 述 性 质 : 


Mz,y) 6 2. 


{Xn) : EM)) < zj € ,对 一 切 z € R, 


{Xzy) :T(zy)) < 从 E94, 对 一 切 y € R. 
有 时, 还 需要 引进 复 随机 变量 ( 即 取 值 在 复 平面 上 ). 
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定义 1 设 (1,.xy,P) 是 一 概率 场 , & = E(w),w e 2, 是 定义 在 0 上 的 实 值 函 
数 , 且 对 任何 实数 x 
{w :te(w) <r}EA. (7) 


则 称 € 为 (2, wz, P) 上 的 一 个 实 随机 变量 , 车 = ?+tz, 而 nm,C 是 (8, xY,P) 上 的 
实 随机 变量 , 则 称 上 为 (2, xf, P) 上 的 一 个 复 随 机 变量 

若 &1,… ,én 是 (2,oz,P) 上 的 n 个 实 ( 复 ) 随机 变量 , 则 2 上 的 向 量 函数 
(6 ,én) 称 为 (2, xz, P) 上 的 一 个 n 维 实 ( 复 ) 随机 变量 或 ” 维 实 ( 复 ) 随机 向 
量 . 

由 上 述 定 义 看 出 随机 变量 本 身 的 描述 只 用 到 基本 事件 空间 2 和 o- 代 数 必 ， 
因此 , 在 研究 随机 变量 时 ,可 以 暂 不 考虑 概率 , 而 把 随机 变量 看 作 定义 在 可 测 空间 
(2, ez) 上 的 可 测 函 数 的 特例 (在 82.1 详细 讨论 ). 另 一 方面 , 对 一 维 随机 变量 来 说 ， 
实际 上 要 求 集合 {w : £(w) < z} 应 有 概率 存在 . 当 随 机 变量 上 给 定时 , 它 的 概率 只 
与 x 有关 , 而 对 n 维 实 随机 变量 (&1,… , én), 当 任 给 定 实数 z1,… ,zn 时 ， 


Pr < Tk} €, 0， (8) 


k=1 
即 此 集合 是 随机 事件 ， 因而 有 概率 存在 ， 且 当 (6 Pe , En) 给 定时 ， 它 只 与 1 ,Tn 
有 关 , 故 对 给 定 的 (zl … ,zn), 概率 


P( 自 eaw<m] ee ,Zn) € R(™ (9) 
k=1 
是 一 个 定义 在 n 维 欧 氏 空 间 RmW) 上 的 函数 , 它 可 以 作为 研究 随机 变量 的 工具 . 我 
们 给 出 下 列 

定义 2 设 ( 如 ,tn>1) 是 (2,wz,P) 上 的 一 个 ” 维 实 随机 变量 , 则 由 
(9) 确定 的 Re 上 的 函数 叫做 (&1,.… ,名 ) 的 分 布 函数 , 记 作 Fe (z1 ,zn)， 
在 不 发 生 混淆 的 情况 下 , 通常 记 作 FF (Zn)， 

为 了 书写 简单 , 我 们 以 后 经 常 将 n {w : tx(w) < zg} 记 作 A {&k < zk} 或 


{&1 < zl ,én < rn}. 我 们 经 常 采 用 表示 式 


下 (ZN ,Tn) = P(t1 < ZN ,én < Zn) = -7(F 门人 二 < 中 
k=1 
下 面 我 们 举 几 个 例子 , 有 的 例子 只 给 出 分 布 函数 , 不 指明 它 的 概率 场 . 
例 3 表示 nn 次 独立 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 . 我 们 首先 来 构造 概率 场 .( 参 
看 81.2 例 1): 用 wk 表示 第 次 试验 4 出 现 , we 表示 第 次 试验 4 不 出 现 , 则 基 
本 事件 集合 


人 


1 = {(w1,**: ,WW ) ;wh 二 wk 或 wh, 二 1,… ,n} 
由 2" 个 基本 事件 组 成 . 令 of 是 9 的 一 切 子 集 作成 的 集 系 . 车 ,… ,wh 中 有 m 
个 wp 一 mm 个 wi, 则 令 


P({(w1) i ;wa)}) 一 p™(l 一 p)"™ 


对 任何 Bey, 令 
P(B)= >》 Po ,0))). 
(wh wh)EB 
则 易 知 P 是 w 上 的 概率 . 
令 


J 的) = mw 其 中 必 ，……, 惧 中 恰 有 m 个 wx 
则 是 定义 在 2_ 上 的 函数 因为 or 是 0 的 一 切 子 集 作成 的 集 系 , 因而 
{hye sh) : phy) < 2} Et 
故 是 (0,.xy,P) 上 的 随机 变量 , 且 
P 人 = 网 = Po 的) :的 ,… ;地 中 恰 有 m 个 ww]】) 


| 
m 
将 此 概率 记 作 b(m,n,p),1 一 p 记 作 q, 则 5 的 分 布 函数 是 


F(z)= F(z)= 》 hmmp)= > ( je 人 (10) 
m<z ogm<z\ 7 
此 即 熟知 的 二 项 分 布 律 , 记 作 B(n,p), 而 称 随机 变量 j 为 按 二 项 分 布 律 分 布 的 . 
例 4 按 多 项 分 布 律 分 布 的 > 维 随机 变量 . 考虑 一 个 n 次 独立 试验 序列 , 在 
第 次 试验 中 可 能 出 现 的 结果 为 4，… ,A419, 且 4 出 现 的 可 能 性 为 ps,pl 十 
2p2 十 … 十 pr+l= 1, 这 是 例 3 的 推广 . 
现在 我 们 对 这 个 n 次 独立 试验 建立 一 个 概率 场 . 令 基本 事件 集 


0 = {(A(,.. ,AGS")) : sk = 1,.… ,7 十 了 大 一 lye ,n}, 
2 由 (7 十 1)* 个 基本 事件 组 成 , ex 是 由 2 的 一 切 子 集 作成 的 o- 代 数 . 再 令 


P(A ,2553 A pai pe (11) 
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对 一 切 4 e oy, 定义 
P(4) = > Po ... Pe,, (12) 
(A 44n))EA 
则 为 zf 上 的 概率 . 
令 Ls(s = 1,... ,7) 表示 (44e0) , As")) 中 A (k =1,... ,n) 的 个 数 ， 即 


ps (Al), ee ,Ats"))) = Ms, 


因而 仿照 例 3(j1,… ,4r) 是 (2, xY,P) 上 的 7 维 实 随机 变量 . 
下 面 我 们 来 求 (jp,… ,4x) 的 分 布 函 数 ， 首先 由 (11)，(12) 知 对 于 满足 条 件 
701 十 … 十 7nr <n 的 非 负 整数 7721) ,Mr,) 有 


P(U = my ,hr = Mr) = > Pa Den， (13) 
as((401) 4AGen)))=ms 
3=1, ,rT 


其 中 每 一 个 被 加 项 都 有 m。 个 pw s 二 1,.… wn 因而 有 nD ms 个 p11 即 上 式 中 每 一 被 


s=1 


ee me ! 
加 项 都 是 pm … pm"p, 他 ! . 而 由 组 合 公式 知 上 式 共 有 一 一 一 一 一 一 
mm (nm Dm ) 
3 一 1 
项 , 故 
nl 
5 2DI 
mi! mr! (" 一 >m) 
3 一 1 
n- ms 
P(t = mi ,Hr = mr) = 了 大 
ms 之 0 
mt.+mr <n, 
0， 其 他 情形 . 
因而 
F(zx1, es , Tr) 二 Fen y(2is i ,i 
= >，PUa =ma ,hr = mr). 人 
ms<I 
一 1 Tr 


这 个 函数 仿照 二 项 分 布 律 的 命名 可 称 为 多 项 分 布 律 . 
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例 5 ”Poisson( 泊 松 ) 分 布 ”由 例 1 的 分 析 我 们 知道 当 t = 1 时 & 的 分 布 函 
数 为 
A 
F(x) = Fe(z)= >》 站 (15) 
k<r “ 
这 个 函数 称 为 具有 参数 和 的 Poisson 分 布 律 .而 在 时 间 间 隔 (co,a 十 二 内 电话 局 收 到 
的 用 户 呼 唤 次 数 & 按 具 有 参数 Xt 的 Poisson 律 分 布 . 
Poisson 律 还 可 以 作为 二 项 律 的 近似 ( 当 p 充分 小 而 n 充分 大 时 ) 计算 公式 . 
这 只 要 从 下 面 的 命题 即 可 看 出 : 车 ”一 oo 有 npn 一 和 (和 为 正常 数 ), 则 对 每 一 给 
定 的 m, 有 


2 和 Am _\ 
im b(m, m pn) = ee (16) 
事实 上 ， 
b( ) Eb nn mnN—m nl! mnN—m 
mm, nN, pn) = pn dn CS miln min Qn 


| 2) 


nm mi! n 
但 当 m 一 定 , n 一 co 时 ， 
Dn 


nm 





m n 一 对 -和 
(1-2) -1 (1-2) -|[(-3) 一 Ee , 
将 这 些 式 子 代入 (17) 即 得 (16). 
例 6 多 维 Poisson 分 布 仿照 (16) 证 明 的 方法 不 难 证 明 : 若 对 任何 正 整 数 
n,npns 二 和 s,s 二 1,… ,7, 是 7 个 正常 数 , 且 pni 十 … 十 pnrtl = 1,pns > 0, 则 当 
m1,… ,mr 是 给 定 的 非 负 整数 时 ， 





s n! m1 mr (Em) 
,im Pn pnr Dn(r+1) 
m1i!l::mr! ( 一 > 
3 一 1 
至 入 他 1 ATr e 一 (A3 十 … 十 Xr) . (18) 
mil: .mr! 


因此 可 以 用 (18) 的 右 端 来 近似 计算 多 项 分 布 律 . 
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设 (和 人 :67) 是 一 T 维 随机 变量 ， 


OFA A AP 
一 = 二 EMT TA) 7 
i ml ml 
则 (上 区 的 分 布 函数 是 
F (zi ,Tr) = e-(Aa+… 十 Xr) 下 ee > MN (19) 
ErEr \W1) 7) 一 ml mr! 
0<mi<z1 0gmr<rr 


其 中 A。,s = 1,… ,7 是 给 定 的 7 个 正常 数 . 此 时 称 函 数 (19) 为 具有 参数 Xi ,入 
的 7 维 Poisson 分 布 律 , 而 (&1,.… ,后 ) 称 为 按 + 维 Poisson 律 分 布 的 随机 变量 . 

例 7 均匀 分 布 设 [a,9],a <。b 是 一 有 限 区 间 , 属于 它 的 点 看 成 基本 事件 ， 
1 = [oo = 多 t 门 [a,4], 由 $1.3 习题 9 知 其 为 oc- 代 数 . 定义 


P(A) = a Aew, 


其 中 / 是 直线 上 的 Lebesgue 测度 . 于 是 P 是 tf 上 的 概率 . 
设 是 在 [a,8] 上 取 值 的 随机 变量 , 且 


é€(y) =y, ye la,b), 


则 的 分 布 函数 是 
0， za, 
Fe(7x) = a a<z<b, (20) 
1, rz 之 b. 


这 个 分 布 称 为 区 间 [a, 9] 上 的 均匀 分 布 . 上 称 为 在 [a,b] 上 均匀 分 布 的 随机 变量 . 
例 8 正 态 分 布 设 & 是 某 一 概率 场 上 的 实 随 机 变量 , 它 的 分 布 函数 是 





F(x) = 2 人 a (21) 


其 中 o> 0, me R, 则 称 上 是 按 参数 为 m,o 的 正 态 (或 Gauss) 律 分 布 的 ， 函数 
(21) 称 为 具有 参数 rc 的 正 态 律 (Gauss 律 ), 记 作 N(m, o2). 
例 9 多 维 正 态 律 设 (61,… ,én) 是 某 一 概率 场 上 的 n 维 实 随机 变量 , 它 的 


分 布 函数 是 


(2 下 于 


| -3 mp my Deas, (22) 


F(z1,... ,zn) 
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其 中 D 是 n x n 定 正方 阵 (dij), D-1 表示 它 的 逆 ，(t - m) 表示 行 向 量 (t1 - 
mi tn 一 mn),(t 一 m)' 表示 (t 一 m) 的 转 置 , |D| 表示 方 阵 D 的 行列 式 ， 则 
(&1,… ,én) 称 为 按 n 维 正 态 律 (或 ni 维 Gauss 律 ) 分 布 的 . 而 函数 (22) 称 为 n 
维 正 态 律 (或 Gauss 律 ), 它 由 向 量 m 及 方 阵 D 决定 , 因此 记 作 N(m, D). 

正 态 律 在 概率 论 中 具有 重要 的 地 位 , 因为 很 多 重要 生产 现象 及 自然 现象 中 的 随 
机 变量 都 可 以 认为 是 按 正 态 律 分 布 的 , 例如 很 多 工业 产品 的 指标 , 如 棉纱 的 强力 、 
支 数 , 螺丝 钉 的 口径 等 , 都 可 以 认为 是 按 正 态 分 布 的 . 车 以 (€,n) 表示 炮击 一 固定 
目标 时 弹 着 点 的 位 置 , 则 (&,m) 可 认为 是 按 二 维 正 态 分 布 的 , 等 等 . 除 此 而 外 , 正 态 
分 布 还 可 作为 很 多 分 布 函数 的 近似 (例如 当 n 充分 大 时 , 在 一 定 意义 下 二 项 分 布 便 
近似 于 正 态 分 布 ), 因而 可 以 大 大 地 简化 计算 及 促进 问题 的 解决 (后 一 点 可 在 数理 
统计 中 看 到 ). 

最 后 我 们 引进 

定义 3 设 ( 司 … ,后 ),(0 ,7n) 是 概率 场 (8, x,P) 上 的 两 个 n 维 随机 


变量 , " > 1, 若 ， 
P( Ut m)) = 0， 


k=1 


则 称 (和 ,én) 与 (71 ,Tn) 是 几乎 相等 的 . 若 
Fe én (Tl (21 ,Tn) € RR, 


则 称 (&1,… ,&) 与 (m1,… ,mn) 是 同 分 布 的 . 

今后 我 们 将 几乎 相等 的 随机 变量 看 成 是 相同 的 , 因为 两 个 随机 变量 虽然 作为 2 
上 的 函数 是 不 等 的 , 但 是 使 它们 不 等 的 集合 概率 为 零 , 而 按照 直观 理解 , 它们 不 等 
的 这 个 事件 在 实际 上 是 不 可 能 发 生 的 , 因而 这 种 约定 是 合理 的 . 

容易 证 明 , 几乎 相等 的 随机 变量 是 同 分 布 的 , 而 同 分 布 的 随机 变量 未 必 是 几乎 
相等 的 . 例如 :上 按 N(0,1) 分 布 , 则 -t 也 是 按 N(0,1) 分 布 的 ,但 P({€ 冯 一 8})=1. 

还 容易 证 明 : (&1,… , 避 ) 与 (m1,… ,mm) 几乎 相等 的 充分 必要 条 件 是 对 每 一 
k(1 < < n),éx 与 mx 几乎 相等 . 


习题 与 补充 
1. 设 4 是 概率 场 (2, wx, P) 上 的 一 个 随机 事件 , 试 证 
i) 对 4 可 以 定义 一 个 只 取 0, 1 为 值 的 随机 变量 , 而 它 的 分 布 函 数 


0， ro0, 
Fe(z)=, P(A), 0O<z<1, 
1， 人 
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i 对 4 可 以 定义 一 个 只 取 -1 与 1 的 随机 变量 而 7 的 分 布 函数 


0, rz<—l, 
F(z)= $4 1—- P(A),, -1l<z<!], 
1 2 > 1. 


2. 设 7 是 任 一 正 整数 , 在 无 穷 独立 试验 序列 中 , 每 次 试验 事件 4 出 现 的 概率 
为 p, 用 & 表示 第 各 次 试验 事件 4 恰恰 第 > 次 出 现 . 试 求 名 的 分 布 .( 称 & 为 负 
二 项 分 布 , 当 7 = 1 时 称 为 几何 分 布 .) 

3. 试 证 : 几乎 相等 的 随机 变量 是 同 分 布 的 , 而 同 分 布 的 随机 变量 未 必 几 乎 相 
等 . 

4. (上 , 妈 ) 与 (m1,… ,Tn) 几乎 相等 的 充分 必要 条 件 是 对 每 一 k(1 < 大 入 站 
来 说 , &4 与 mr 几乎 相等 . 
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随机 变量 的 定义 是 取 有 限 值 的 可 测 函数 , 我 们 将 会 看 到 随机 变量 的 极限 则 有 可 
能 取 无 限 值 , 因而 是 一 般 的 可 测 函 数 , 为 了 从 理论 上 更 方便 地 研究 随机 变量 , 本 节 
将 讨论 一 般 的 可 测 函 数 , 而 把 随机 变量 作为 它 的 特例 , 从 而 得 出 一 些 特殊 性 质 . 

可 测 函 数 可 取 士 co 为 值 , 因而 我 们 首先 对 十 ce 与 有 限 数 的 运算 规则 作 如 下 规 
定 : 

(十 co) +Z =Z 二 ( 土 oo) = 十 o， 当 |z| < oo (1) 
( 士 co) 十 ( 士 co) = 土 0%,， (2) 
土 %， 车 0 < x < +oo， 
Zz: ( 士 oo) = ( 土 co).z=《 0, 若 z = 0， (3) 
干 co， 若 -oo 和 z<0. 
z 
我 们 还 认为 (00) (+o0), (00) + (于 oo)， 3 了， 35(s 任意 ) 是 无 意义 的 . 
2.2.1 ”可 测 映 射 与 可 测 函 数 

为 了 对 实 可 测 函 数 、 复 可 测 函 数 、n 维 可 测 函 数 给 出 一 个 统一 的 概念 和 处 理 ， 
我 们 首先 给 出 可 测 映射 的 定义 . 

定义 1 设 (0,.x),( 属 ,多 ) 是 两 个 可 测 空间 , f 是 从 2 到 多 的 映射 , 如 果 对 
一 切 Be%, 

{w ENR: fw) EB}ew, 
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则 称 f 是 由 (2, oz) 到 (多 %, 多 ) 的 可 测 映射 . 

定义 2 车 f 是 从 (8,zy) 到 (RED, 多 0D) 的 可 测 映射 , 则 称 f 为 实 可 测 函 数 ; 
若 / 是 从 (2, xz) 到 (让 ,多 四 ) 的 可 测 映射 , 则 称 f 为 n 维 实 可 测 函 数 ; 若 f 是 
从 (2, 9) 到 (2 中 , 放 中 ) 的 可 测 映射 , 则 称 /为 复 可 测 函 数 ; 若 f 是 从 (2, ez) 到 
(2 ,大 所) 的 可 测 映射 , 则 称 f 为 no 维 复 可 测 函 数 . 

定义 3 设 f 是 由 8 到 的 映射 , 对 于 和 的 任 一 子 集 B, 称 9 的 子 集 
{w:f(w) eB} 为 BB 在 了 之 下 的 逆 象 , 记 作 f-1(B). 

车 €& 是 2 的 子 集 作成 的 一 个 类 , 则 e 中 的 一 切 集 在 f 之 下 的 逆 象 作成 的 类 ， 
即 {f-1(B) : Be €}, 称 为 € 在 了 之 下 的 逆 象 , 记 作 广 !(G). 

在 讨论 可 测 映 射 的 性 质 之 前 , 先 来 讨论 关于 逆 象 的 性 质 . 

性 质 1 设 f 是 由 8 到 儿 的 映射 , 则 下 列 公 式 成 立 : 


f (2)= 0,1 (9)= 9%; (5) 

f° 1(B°)= [ 广 (B)] BC YZ; (6) 

f°1(Bi ~ B2)= 广 !( Di) 一 广 :(Ba) Bi Cc %,B2 Cc 2; (7) 

i (UB) = Ur) en (8) 
YEeT YEr 

全 站 B,) = (fF:(By), By C 2,y el, (9) 
TET Yer 


其 中 械 是 任 一 指标 集 . 
证 ”由 定义 3 易 知 (5) 式 成 立 . 再 由 定义 3 知 , 若 we -1(B°), 则 f(w) BB， 
即 w & f-1(B), 即 we [f-1(B)]S; 反之 , 车 we [f-1(B)], 则 wg f-1(B), 因而 
f(w) 9 B, 故 (6) 成 立 . 
再 来 证 明 (8), (9) 两 式 . 由 定义 3 知 
0 
= {w : f(w) 至 少 属于 某 一 By,Y eT} 
= (J{w:f) eB}= Uf (B,); 


ET Yer 


0)- {0 ) 


= {w : f(w) 属 于 一 切 B,y,Y eT} 
= (NN {2:f0) eB}= (fF (B,). 


YEr Yer 
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最 后 由 (6) 及 (9) 即 得 


f°-'(B1— B2)= f71(BiNBS)= /71(B) Nf (BS) 
=f71(BI)NIF(BN = f°71(B1) — f°7°(B,). 


此 即 (7) 式 , 性 质 1 获 证 . 口 
性 质 2 设 罗 是 多 中 的 o- 代 数 , 则 f-1( 多 ) 是 2 中 的 o- 代 数 . 
证 显然 由 (5) 知 
2 = 三 (和 ) e 太 (级 


再 若 4 e f-1( 多 ), 则 有 一 Be 多 , 使 4 = f-1(B), 故 知 4e = [f-1(B)]* = 
f-1(B°) e f-!1( 多 ), 即 广 !( 多 ) 对 求 余 运 算 封闭 ， 最 后 , 若 {4。} 是 -1( 多 ) 中 
的 集 序列 , 则 有 多 中 的 集 序列 {B,,} 存在 , 使 得 4,, = f-1(Bn),n = 1,2,…, 于 是 
由 (8) 知 


Oo 


4 = Up) = ( UB) er) 


n=1 n=1 n=1 


故 性 质 2 获 证 . 口 
由 性 质 2 知 , 若 f 是 由 (2, ez) 到 ( 儿 , 多 ) 的 可 测 映射 , 令 o(f) 会 f-1(B), 则 
o(f) 是 o- 代 数 且 o(f) <C x. 


性 质 3 车 EE 是 2 中 的 任 一 非 空 集 类 , 则 e 上 的 最 小 o- 代 数 的 逆 象 为 的 
逆 象 上 的 最 小 o- 代 数 , 即 


f° (ol€)) =c(f(G@)). (10) 
证 ”由 性 质 2 知 f-1(o(@)) 为 一 o- 代 数 , 且 显 然 有 
广 :(c(G)) 2 f° (©), 


故 有 
广 (c(@) 2 c((@) 
今 往 证 
广 (c(G) C olf (©)). (11) 
我 们 令 
={0:f (0) eo(f (©))), (12) 
于 是 


f° (YG) Co(f (©)). 
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欲 证 (11), 只 需 证 o(€) c 多 . 由 于 co(e) 是 E 上 最 小 c- 代数 , 故 只 需 证 多 是 包含 
€ 的 o 一 代数 即 可 . 

首先 , 由 定义 3 立 知 E Cc 8 多; 其 次 由 (5) 知 广 !( 和 多) = 0 e (fl(G)), 故 由 
儿 的 定义 知 多 e 8; 第 三 , 车 Ce %, 则 由 (6) 及 (12) 知 f-1(C*) = [六 IC)je e 
cf-l(eG)), 因而 Ce e %; 最 后 , 车 {Cn} C 多, 则 由 (8) 及 (12) 知 六 (人 UCn) = 
Uf-1(Gn) eo(f-1(€)), 因而 UCne 名 ,故乡 为 o 一 代数 . 因而 oc(€) c 多 , 即 


f(a(€)) Cf (YG) olf (©)). 


性 质 3 获 证 . 口 

定理 1 ji 是 (2,xz) 上 的 实 可 测 函 数 的 充分 必要 条 件 是 对 一 切 ze RY, {w: 
f(w) < zr}€ A,; 

让 f= (及,… ,fn) 是 (2,oz) 上 的 n 维 实 可 测 函 数 的 充分 必要 条 件 是 对 每 一 
k= 1,… ,n, fr 是 (8,2y) 上 的 实 可 测 函 数 ; 

诈 ) 了 = 9 十 刻 是 (2 人) 上 的 复 可 测 函数 的 充分 必要 条 件 是 g,h 是 (2, zy) 上 
的 实 可 测 函 数 ; 

iv) f= (有 1,… ,fn) 是 (8, x) 上 的 nn 维 复 可 测 函 数 的 充分 必要 条 件 是 每 一 fi 
是 (2,xf) 上 的 复 可 测 函 数 . 

证 i 条 件 的 必要 性 显然 , 今 证 充分 性 . 为 此 令 


€ = {[—00, 7), x € RV}. 
E 是 (WD) 中 的 子 集 类 , 易 知 o(€) = 多 2. 因此 由 {w : fl(w) <z}e 1,z € RD 成 
立 , 知 
f-1(€) C 好 . 
故 由 x 是 zc- 代数 有 
of 1(€)) CA. 
但 由 性 质 3 知 
广 !(90) = 广 !(o(@)) = 0o(f (€)) co. 
此 即 f 是 (2, wz) 上 的 实 可 测 函 数 . 


ii) 先 证 必要 性 : 车 f = (及,… ,fn) 是 (2,ez) 上 nn 维 实 可 测 函 数 , 今 证 每 一 
所 是 (9, xv) 上 的 实 可 测 函 数 . 为 此 , 只 需 证 对 任意 的 Bk e 乡 (D, fi1(Bk)€ yf. 取 
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B= RY x...x BV xB XRD .x RN, BE", 因而 f-1(B)€ oy. 但 
Oo ea ea 
kk 一 1 个 (n 一 k) 个 


f° (B)={%: (fi(w),.… ,fn(w)) € B} 


天 一 工 


三 站 fo : fi(w) € RDN}N{w: fr(w) € Be} 


t=1 


N( fn eR) 


i=k+1 
={w: fr(w) € Br} = fr (Bs), 


因而 扩 1(Bk) e of. 故 每 一 fi 是 (2, .xy) 上 可 测 函 数 . 
再 证 充分 性 : 由 81.3 例 11 对 广义 n 维 Borel 域 的 推广 知 , 若 令 


E= {Bi x.…. x B, :Bk € BW, k= 1,...,n)}, 


则 
o(€) = %". 
故 车 广 ，… , fn 是 (0, xz) 上 实 可 测 函 数 , 则 
fi(€)C A. 
同 i 一样 可 得 


f-1(%") C 过. 


因而 f 是 (2, wz) 上 ” 维 实 可 测 函 数 . 
六) 必要 性 : 若 f = g++ 记 是 (0,.xY) 上 复 可 测 函 数 , 今 证 9 是 (R, xz) 上 实 可 
测 函 数 , 对 任意 的 Bl e 多 中 , 取 B= {(z+iy):r€ Bi,ye RV}, 则 Be 多, 而 
由 了 是 (2,sz) 到 (Z(9, 放 ?) 上 的 可 测 映射 知 1-1(B) e wy, 但 
f7°(B)= {w :9(w) +ih(w) € B} 
={w:g9(w) EBi}N{w:h(w) € RW}. 
=9 (BI) NYG= 9 (Bi), 
故 g-!1(B1) € ,因而 g 是 (2,oz) 上 的 实 可 测 函 数 . 同 理 可 证 h 也 是 (2, oz) 上 
实 可 测 函 数 . 
充分 性 : 设 E 是 一 切 下 述 形 式 的 集 所 成 的 类 : 


B= {(z+iy):7z€ Bi,ye B2},Bi,B2 € 0), 
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则 c(e) = 多 (9. 因此 , 车 g,h 是 (2, oz) 上 实 可 测 函 数 , 则 易 知 
广 !(B) ={w : g(w) +ih(w) € B} 
={w : g(w) € Bi 有 hlw) € B,} 
={w :gw) EE Bi}N{w:h(w)€ Br}e sr. 


故 -1(E) c oY. 同 记 一 样 可 得 
广 !( 罗 有 ) Cw. 


即 f 是 (2,xz) 上 的 复 可 测 函数 . 

iv) 由 于 n 维 广义 复 Borel 域 必 (? 是 ”个 一 维 广义 复 Borel 域 用 如 的 乘积 
o 一 代数 , 故 仿照 也 可 证 iv). 不 再 仔细 写 出 证 明了 . 口 

推论 (2,o) 上 的 一 维 实 随机 变量 是 (2, x) 到 (ROD, 多 四) 的 可 测 上 映射, n 
维 实 (或 复 ) 随机 变量 则 是 从 (2, xz) 到 (RB 四 )( 相 应 地 (2 四 ,四 )) 的 可 测 
映射 . 

应 用 定理 1 并 注意 到 随机 变量 只 取 有 限 值 , 即 可 知 此 推论 成 立 . 

由 此 推论 知 , 随机 变量 (一 维 或 ” 维 , 实 或 复 ) 是 取 有 限 值 的 可 测 函数 (相应 地 ， 
一 维 或 多 维 , 实 或 复 ). 

为 了 进一步 研究 可 测 函 数 的 性 质 , 我 们 给 出 复合 映射 的 定义 , 并 证 明 

定理 2” 若 (8@, 4),i = 1,2,3, 是 三 个 可 测 空间 , f 是 从 (81, 24) 到 (op) 
的 可 测 映射 ,g 是 从 (f2, 吗 ) 到 (0a, 8) 的 可 测 映射 , 则 用 


(go f)(w) Eg) we, 


定义 的 复合 映射 go f 是 (人 94) 到 (82, 8) 的 可 测 映 射 . 
证 首先 , 由 于 f(w1) € 人 7, 而 g(f(w1)) es f23, 所 以 gof 是 2 到 fs 中 的 映 
射 . 再 者 , 对 任意 的 BC f2 有 


(go0f)-"(B)= {wi :g(f(w1)) € B} 
= {w1: f(w) €g9 1(B)} = f71(g 1(B)). 

因此 , 由 g 是 (2%, 又 ) 到 (人, 28) 的 可 测 映射 知 : 若 Be 4, 则 g-1(B) e g6; 又 
由 f 是 (@2,24) 到 (人 [2,968) 的 可 测 映 射 及 g-1(B) e 吗 知 -1(g-1(B))e sk. 故 
gof 是 (4,4) 到 (f23, 4) 的 可 测 映射 . 口 

由 定理 2 的 特殊 化 立刻 得 到 

定理 3 i) 设 g 是 (Bm, 多 "m)) 上 的 实 (或 复 ) 可 测 函 数 , 而 及,… ,fi 是 可 
测 空间 (2, ez) 上 的 n 个 实 可 测 函 数 , 则 g( 扩 ,… , 所) 是 (人, x) 上 的 实 (或 复 ) 可 
测 函 数 . 
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ii) 设 g 是 (2 多 4) 上 的 实 (或 复 ) 可 测 函 数 , 及,… ,所 是 (2,oz) 上 的 m 
个 复 可 测 函 数 , 则 9g( 户 …… , fn) 是 (2, .wxY) 上 实 (或 复 ) 可 测 函 数 . 

注 ” 称 满足 定理 条 件 的 函数 9 为 Borel 可 测 函 数 . 

证 ”类 似 地 , 只 证 i). 令 

fo) = (fi) ,fn(w)), we Qn. 
则 由 定理 1 知 f 是 (2,sz) 到 (以 , 多 (四) 的 可 测 映射 ， 而 9 是 (, 儿 (")) 
到 ( 琴 D, 乡 四)( 或 (2 外, 继 中 )) 的 可 测 映射 ， 由 定理 2 可 知 go f 是 (0,x) 到 
(天 , 且 (0)( 相 应 地 (2 中 ,多 外)) 的 可 测 映射 , 即 g( 所 ,… , 所) 是 (2, sz) 上 的 实 
(或 复 ) 可 测 函数 . 口 

这 个 定理 加 以 特殊 化 就 成 为 

定理 4 ii) 设 g 是 (mm, 儿 ("mm)) 上 的 实 (或 复 ) 可 测 函数 , 户 … ,万 是 (Poz, P) 
上 的 n 个 实 随机 变量 . 车 

P(Aw) = 0， 
其 中 
A = {:|19( 户 如 (w))| = oo}， (13) 
成 立 , 则 g( 所 1,… , 所) 是 (0, oz, P) 上 的 实 (或 复 ) 随机 变量 ; 

ii) 设 g 是 (Zm, 乡 4) 上 的 实 (或 复 ) 可 测 函 数 , 户 …… , f 是 (2, wz, P) 上 的 
复 随 机 变量 , 且 (13) 式 成 立 , 则 g( 及 ,…: , 户 ) 是 (8, .x,P) 上 的 实 ( 复 ) 随机 变量 . 

实际 上 , 9( 户 …… , fn) 与 一 个 随机 变量 几乎 相等 .( 即 它 与 一 个 随机 变量 不 等 的 
事件 概率 为 零 ). 

这 个 定理 在 对 随机 变量 进行 理论 讨论 中 是 很 重要 的 . 但 是 对 随机 变量 的 一 个 
具体 的 函数 , 例如 sin &,ei 沦 等 , 要 想 用 这 个 定理 断定 是 否 为 随机 变量 则 还 需要 了 解 
Borel 可 测 函 数 及 一 般 可 测 函 数 的 构造 性 质 . 因此 我 们 在 下 一 小 节 来 讨论 这 些 性 质 . 
2.2.2 ”可 测 函 数 的 构造 性 质 

定义 4 ji) 若 4c2, 称 函数 X。， 


1， 若 w e 4， 
| 0， 若 weg 4 


为 集 4 的 示 性 函数 . ， 
这 ) 若 Ax € ,kk = 1,.… ,2， 两 两 不 交 且 >》 4 一 12, al ,Qn 为 实数 、 复数 
' k=1 
或 土 oo, 则 称 函数 f, 
f(0) = 2 orxa, (wo), wen, 
k=1 
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为 (8, xf) 上 的 简单 函数 . 
这) 车 4。e oY,n = 1,2,… 两 两 不 交 , 且 3 = 1,an € ZV,n = 1,2,..., 
则 称 函 数 了 ， 
f(w) = Se (w),w € 0, 


为 (82, 好 ) 上 的 初等 函数 . 
性 质 4 ” (0, x) 中 可 测 集 的 示 性 函数 、 简 单 函数 、 初 等 函数 都 是 (2, of) 上 可 
测 函数 , 
证 ”只 证 初等 函数 的 可 测 性 ， 其 他 两 种 情形 是 初等 函数 的 特例 ， 设 4。* 
YN>1, 
fw) = >》 anXa。 (w), weEen. 


n=1 


对 任 一 Be 多 中 (或 当 f 是 复 值 函数 时 以 乡 0) 代 替 儿 四) 我 们 有 
f°1(B)= {w: fo) € B}= UU) fw: fo) = oan} 


an€EB 
= >》 Annex. 
an€EB 
最 后 一 个 等 式 求 和 是 对 一 切 使 a, e B 的 4。 求 和 的 . 因此 f 是 (8, zyY) 上 的 可 测 
函数 . 口 
现在 我 们 来 研究 可 测 函数 的 构造 性 质 . 


定理 5 i) 可 测 函数 是 简单 函数 序列 的 极限 ; 

i) 可 测 函 数 是 初等 函数 序列 的 一 致 极限 ; 

ii) 有 界 可 测 函 数 是 简单 函数 序列 的 一 致 极限 ; 

iv) 非 负 可 测 函 数 是 非 负 不 降 简 单 函数 (或 初等 函数 ) 序列 的 极限 (相应 地 , 一 
致 极限 )， 

证 ”只 要 对 实 可 测 函 数 证 明了 定理 , 由 定理 1 的 3) 可 知 对 复 可 测 函数 的 情形 ， 
本 定理 i) i) 说 ) 成 立 . 

设 f 是 (2, oz) 上 实 可 测 函数 . 

i) 对 任 一 正 整 数 n, 任 一 we 2, 令 


了 27 一 1 


k 
fn) 三 2 训 X{ 训 <j< 辕 (0) 十 Xf2n) (9) 
天 一 一 人 27m 


一 0X{f<-m(w)， (14) 
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则 显然 f 是 (8, .xf) 上 的 简单 函数 , 且 
|) 一 J) < 训 当 -nn<f(w) <n 时 
fn(w)==n， 当 f(w) = +co 时 ， 
万 (w) 二 一刀， 当 f(w) = 一 00 时 . 
故 对 一 切 we 0， 
因而 i) 获 证 . 
ii) 对 任 一 正 整数 n, 任 一 we 0, 令 
gn(w) = >， 守 X( 坟 rc) 十 oo :X{f=+ej(w) — 00:X{f=-o0}(w), (15) 


大 一 一 oo 
则 og 是 (2, sz) 上 初等 函数 , 且 


ln) -f(D) < 高， 当 f(w) 关 +oo 时 ， 
gn(w) = flw), 当 f(w) = 土 oo 时 . 


故 对 任 一 正 数 。> 0, 有 一 正 整数 N 使 坟 <e, 当 m > N 时 , 对 一 切 we 2 有 
f(w) —e < gn(w) < fl(w)+e, 
因此 
,lim gn(w) = f(w), 对 we 0 一致 成 立 . 
这 ) 当 f 是 有 界 可 测 函 数 时 , 设 |f(w)| < M, 对 一 切 we 8 成 立 . 则 当 n> M 
时 由 (14) 定义 的 简单 函数 f, 最 后 两 项 为 零 , 因而 对 一 切 we 0， 
| ) 一 Jo) < 闯 : 
故 
im fn(w) = f(w), 对 w e 2 一 致 成 立 . 
iv) 当 了 是 非 负 可 测 函 数 时 , 对 一 切 n> 1 任 一 we 1, 令 


n2™—1 
fn(w)= >， 元 X 志 <j< 全 Jo) 十 TX{f>n} (2) 
天 一 0 


十 ce 
k 
gn(w) = > ， BnX{ 夫 <f< 辐 :}(%) 十 co .XUf=+el(w)， 
天 一 0 


2 
则 显然 {} 是 非 降 简单 函数 序列 . 事实 上 , 车 卢 (w) = 起， 则 

2k k 、 2k 28 十 1 
区 | 区 < 


0 25+1 k 2 上 1 2 十 2 
十 年 + 
当 w € | nti < f < Dnt+1 } 


Bn > on 
当 fn(w) 二 多 时 ， Ji(w) 之 TN, 故 Fri 之 天 且 万 非 负 ， 仿 i) 知 
Jim, fn(w) = f(w), 对 一 切 w€ 0. 


即 / 是非 负 不 降 简 单 函数 序列 的 极限 . 
{9n} 是 非 负 不 降 初等 函数 序列 , 且 仿 i) 知 


im ga(w) = f(w), 对 一 切 w e 9 一 致 成 立 


即 f 是 非 负 不 降 初等 函数 序列 的 一 致 极限 . 
定理 全 部 获 证 . 口 
定义 5 设 f 是 0 上 的 实 函 数 , 则 由 


f+) = maxtft) 0} = { A SS > 0h (6) 


0， 当 w € {w: f(w) < 0}, 
—f(w), 当 w E {w : f(w) < 0}, 
0， 当 w e {fw: f(w) > 0} 
定义 的 函数 f+,f- 分 别称 为 的 正 部 和 负 部 . 当 /是 有 限 值 函数 时 , f+,f- 可 以 
表 成 如 下 形式 : pi 


2 


f° (w) = max{~f(w),0} = | (17) 


fT 大 后 





LDL 


易 见 
f= 广 一 广 . (19) 
定理 6 ” 实 可 测 函数 的 正 部 和 负 部 都 是 可 测 函 数 . 因而 任何 实 可 测 函数 可 以 
表 成 二 非 负 可 测 函 数 之 差 . 
证 ”由 (19) 知 只 需 证 明 前 一 部 分 . 设 f 是 (09,.x) 上 的 实 可 测 函 数 , f+ 是 f 
的 正 部 , 对 任 一 实数 >， 


2， 若 z < 0， 


WwW: 十 (ww 一 
Le | Et 
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故 {ww :f+(w) < z} ey. 由 定理 1 知 f+ 是 (9,xY) 上 的 可 测 函 数 . 


若 z < 0， 


人 w<a-{ 人 Pa ee 


由 于 (x, 二 oo] e 馆 四, 故 广 !((-z,+ool) € 4, 即 f- 是 (2,oz) 上 的 可 测 函 数 . 口 

上 面 我 们 讨论 了 可 测 函 数 的 构造 性 质 , 我 们 还 将 证 明 任何 简单 函数 序列 的 极限 
都 是 可 测 函 数 , 从 而 给 出 可 测 函 数 的 构造 性 定义 . 它 在 研究 测度 空间 上 的 积分 时 起 
着 重要 的 作用 . 为 此 , 我 们 研究 可 测 函 数 对 分 析 运 算 的 封闭 性 . 


2.2.3 ”可 测 函 数 的 分 析 运 算 


古典 分 析 主 要 是 研究 实 直 线 上 的 连续 函数 ,或 者 更 一 般 些 , 研究 从 RON) 到 
RN') 的 多 元 连续 向 量 函 数 . 连续 函数 在 极限 运算 下 已 不 一 定 再 是 连续 函数 了 . 但 
是 我 们 可 以 证 明 82.2.1 所 定义 的 可 测 函 数 在 普通 的 分 析 运 算 下 是 封闭 的 . 而且 还 
可 以 证 明 , Rm 或 Zn) 上 的 连续 函数 是 Borel 可 测 函 数 . 

定义 6 设 {an} 是 一 实数 序列 ( 即 ov e YD,n > 1), 车 ae RW) 是 {an} 
的 某 一 子 序列 {ank} 的 极限 , 则 称 a 为 {a%} 的 一 个 极限 点 , {aw} 的 极限 点 中 最 大 
(小 ) 者 称 为 {a} 的 上 (下 ) 极限 , 记 作 im on( lim an). 

设 {所 } 是 定义 在 2 上 的 实 函数 序列 ( 取 值 在 R&D 中 ), 车 以 sup anlinf on) 表 
示 数 序列 {an} 的 上 (下 ) 确 界 , 则 sup fnlinf fn) 表示 对 任 一 给 定 的 we 1 取 值 
sup fn(w)(inf fn(w)) 的 函数 , 称 为 函数 序列 {fn} 的 上 (下) 确 界 . rm fn( -lim fn) 表 
示 对 任 一 给 定 的 we 2, 取 值 Hm fn(w)( lm fn(w)) 的 函数 , 称 为 函数 序列 { 户 ] 
的 上 (下 ) 极限 . 若 jim lim fn = im A 用 lim ， fn 表示 , 称 为 {f} 的 极限 . 

设 { 轧 } 是 定义 在 f 1 上 的 复 函数 序列 ， 且 对 每 一 n> 1,fn = gntihn, gn, hn 是 
2 上 的 实 函数 . 若 {gn}, {hn} 的 极限 都 存在 , 则 称 次 lim gn +i lim hn 为 {fn} 的 极 
限 , 记 作 lim fn. 

由 数学 分 析 (参看 T.M. 菲 赫 金 哥 尔 茨 著 的 微 积 分 学 教程 第 一 卷 第 一 分 册 42 
段 ) 可 知 , 如 果 上 、 下 极限 及 上 、 下 确 界 允许 取 土 oo 为 值 ， Jim an， an 都 是 存 
在 的 , 且 





Ji an 一 sup( inf ak), lim an = nou an), 
而 序列 {an} 极限 存在 的 充分 必要 条 件 是 它 的 上 、 下 极限 相等 , 且 在 极限 存在 时 ， 
人 


由 此 立 得 
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性 质 5 设 {f%} 是 定义 在 2 上 的 一 个 实 函数 序列 , 则 {fn} 的 上 、 下 确 界 及 
上 、 下 极限 都 存在 , 都 是 2 上 的 函数 , 且 


lim f= sup(inf fr), lim fn = inf(sup f1). (20) 
N=00 n > n—00 n k>n 
(有 的 极限 lim 户 存在 的 充 要 条 件 是 对 一 切 we 0 
lim fn(w) = fn() 二 im fn(w). (21) 
下 面 我 们 来 证 明 可 测 函 数 对 极限 运算 封闭 . 
定理 7 ji 设 {所 } 是 可 测 空间 (2, ez) 上 的 一 个 实 可 测 函 数 序列 , 则 sup 记 ， 
inf fn, lim fa 以 及 im fn 都 是 (2, xx) 上 的 实 可 测 函 数 . 
这 设 { 久 } 是 (2, wf) 上 的 复 可 测 函 数 序列 , 且 lim fn(w), 对 一 切 w< 8 存 
在 , 则 lim fn 是 (2, xy) 上 的 可 测 函 数 . 
证 i) 首先 由 inf on 的 定义 知 , 若 inf on < z， 则 必 有 一 an < z, 反之 亦 真 . 故 
对 任何 实数 z 
{w : inf fn(w) < z} = [J{w : fn(w) < zr} EY, 
故 inf fu(w) 是 (0,27) 上 的 可 测 函数 ， 
其 次 , 我 们 可 证 : 由 f 可 测 可 知 一 f 可 测 . 因为 对 任 一 实数 z， 
{w2:—f(w) < 7z}= {wv :jw) > -7}. 
由 于 (-z,+ool € 多 四, 且 f 可 测 , 故 {ff < zj e xY. 因而 --f 可 测 . 
第 三 , 由 
sup fn = —inf(~fn) 
知 sup fn 也 是 可 测 函 数 . 
第 四 , 由 (20) 式 及 上 述 各 结论 知 im fn， im fn 都 是 可 测 函 数 . 
总 结 上 述 知 i) 获 证 , 且 若 im 所 存在 , 则 也 是 可 测 函 数 . 
ii) 设 对 一 切 n > 1, fn = gn 二 ihn,gn, hn 是 实 可 测 函 数 , 且 lim f 存在 , 则 
lim gn,lim_h 存在 , 因而 由 第 一 部 分 知 它们 可 测 . 故 
有 
可 测 . 口 


推论 ”可 测 空间 (2, wz) 上 的 简单 函数 序列 {f.} 的 极限 (如 果 存 在 ) 仍 为 可 
测 函数 . 
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由 此 推论 及 定理 5 的 i) 由 可 以 将 (0, wx) 上 的 可 测 函 数 定义 为 (2, x) 上 收 
敛 的 简单 函数 序列 的 极限 函数 , 或 (2, ez) 上 一 致 收敛 的 初等 函数 序列 的 极限 函数 ， 
这 就 是 可 测 函 数 的 构造 性 定义 . 82.2.1 中 可 测 函数 的 定义 称 为 描述 性 定义 . 两 种 等 
价 定 义 相辅相成 , 各 有 用 场 . 在 积分 理论 中 构造 性 定义 起 着 重要 的 作用 ; 而 为 了 发 
现 及 证 明 可 测 函 数 的 一 般 性 质 , 描述 性 定义 用 起 来 更 加 方便 . 

定理 8 ji 设 g 是 定义 在 RE") 的 某 一 子 集 D 上 的 一 个 函数 , 并 且 它 在 D 
上 沿 集合 D 连续 . ( 即 对 每 一 (zl ,zn) e DD, 当 (zi,… ,zt4) e D 且 对 于 s = 


1,.… ,Nn,t — oo) 2 一 zs 时 ， 
g(z1 jC) 一 9g(Z1 ,Zn )， 


则 称 g 在 D 上 沿 集合 吃 连 续 .) 则 9 是 可 测 空间 (D, 多 (Nn D) 上 的 可 测 函 数 . 

ii) 在 i) 中 用 2 代替 人 ",(z1,… ,zn) € D, (zf,… ,给 ) E DD 分 别 代替 
(Zz1,… ,Zn) ED 和 (zi,… ,zz) € D, 则 结论 仍然 成 立 . 

注 ”此 处 所 说 的 连续 函数 ， 比 通常 数学 分 析 教科 书 中 所 指 的 较 广 .因为 此 处 
zk( 或 4) 未 必 是 有 限 值 , 而 g(z1,… ,zn)( 或 g(z1,… ,zn)) 也 未 必 是 有 限 值 . 

证 i) 是 i 的 特殊 情形 , 按理 只 需 证 说 . 但 由 于 Yo) 与 声 2m) 之 间 存 在 一 一 
对 应 且 在 Zn) 的 某 一 子 集 D 上 的 连续 函数 可 以 看 作 相 应 的 2") 的 某 一 子 集 DD 
上 的 连续 函数 . 而 (D', 多 Cm n D') 上 的 可 测 函数 又 可 以 看 作 (D', 乡 ”Nn D) 上 的 
可 测 函 数 . 因而 只 要 证 明了 i), ii) 自然 成 立 . 而 i) 的 证 明 在 表述 上 要 简单 些 . 

以 下 往 证 i) 成 立 . 

对 于 每 一 正 整数 k 把 总) 分 割 成 互 不 相交 的 边 长 为 去 的 有 限 维 立方 体 . 即 


J1 五 十 1 jn jnt+l1 
ji 三 ba ok ) 2 | 参 ok 由 


其 中 广 ,… ,加 为 任意 整数 和 土 oo. 当 某 一 记 为 +oo 时 Es ) 理解 为 单 点 














ok 
集 {+oo}, 当 某 一 为 -oo 时 ,| 革 , 2 二 ) 理解 为 单 点 集 {-o0). 于 是 
R™ = >», Aj, in 
2 


这 样 的 立方 体 共 有 可 数 个 , 在 每 一 立方 体 上 每 两 点 的 每 一 坐标 相差 不 到 去 : 我 们 
把 那些 与 D 的 交 不 空 的 立方 体 进行 重 排 , 记 作 {4 四 ,1 > 1}, 每 一 4 e 多 (")， 
而 A ND e 乡 (m nm 了 D, 对 每 一 1 > 1 取 定 (z 多 ,zz 多 ) < 409 nD, 对 一 切 
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(z1,… ,Zn) ED, 令 
gk (ZT1,: ) 化 = Dt ze) "uD a sak (22) 


则 gx 是 定义 在 (D, 多 (m mn D) 上 的 初等 函数 , 因而 是 可 测 的 . 
因为 对 任 一 (z1,… ,zn) e 也, 任 一 k, 总 存在 及 使 (x1,… ,zn) € 4 因而 
对 每 一 1 < s<n, 


1 
i a 当 z。 有 限时 ， 


31k Dk sly 9k’ 
=z 由 ， 当 ws 无 限时 


由 (22) 知 


k k 
9gk(Z1 ,Tn) 一 gz 人 ,+ , 2 


由 于 当天 一 oo 时 , 每 一 zt) 一 zs,s = 1,… ,n. 由 题 设 条 件 , 9 在 D 上 沿 D 连续 ， 
因而 有 


lim gx(zh ,azn) = im gzi，…，znl) 
(k) ) 


一 im ey “7 ,Tn ) = 9(T1, Znm) 


00) 
5 


对 一 切 (z1,… ,zn) e D 成立 . 因而 9 作为 可 测 函 数 序列 {gk} 的 极限 是 可 测 的 . 
因而 i) 获 证 . 口 

定理 9 设 fi,k = 了 1 和 是 (2,o) 上 的 复 可 测 函 数 ， 且 对 每 一 we 
1, (及 (ww),… ,fn(w)) E Dc 2Zm，g 是 D 上 沿 集合 D 的 连续 函数 , 则 g(f1,… , 户 ) 
是 (2, ff) ee 

证 由 太 …, 访 是 (2,o) 上 的 复 可 测 函 数 知 (及,… , 户 ) 是 (2,22) 到 
(2Z™, BL") a 再 由 对 一 切 w e 2, (有 1(w),… ,fn(w)) ED, 知 ( 有 1,… ,fn) 
是 (P, wz) 到 (D, 缕 "ND) 的 可 测 映 射 . 再 由 g 是 D 上 沿 集 DD 的 连续 函数 及 定理 
8 知 g 是 (D, 纱 nD) 到 (2D 多 (YY) 上 的 可 测 映射 . 故 由 定理 2 知 9( 户 …… , 访 ) 
是 (2, wz) 到 (350 ,用 多) 的 可 测 映射 , 即 g( 及 ,… , 所) 是 (8, oz) 上 的 可 测 函 数 . 

定理 8, 9 有 一 些 重要 的 特殊 情形 , 我 们 把 它 2 

推论 1 设 f,g 是 可 测 空间 (2,sz) 上 的 可 测 函 数 , 则 f + g,af (a 是 任意 
复数 ), f .9 及 f/g 都 是 (2, oz) 上 的 可 测 函 数 .( 这 里 自然 应 该 假定 对 于 每 一 we 
2, (f(w),g(w)) 分 别 属 于 h(z1, z2) = Zi 十 22,h(Z1, 22) = 21:22,h(z1,22) = 21/22,f 属 
于 h(z) =az 的 连续 区 域 D 内 .) 

推论 2 g 是 (RM,Z(m) 上 的 连续 函数 , 则 9 是 一 Borel 可 测 函 数 . 
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以 上 定理 及 推论 说 明 可 测 函数 对 算术 运算 封闭 . Borel 可 测 函 数 类 包括 连续 函 
数 类 且 对 极限 运算 封闭 . 

由 定理 9 及 推论 1 我 们 有 

定理 10 ” 设 g 是 2Z(m 上 的 连续 函数 , 且 在 有 限 点 上 取 有 限 值 , 又 设 &,… , 
是 概率 场 (2, sz, P) 上 的 n 个 随机 变量 , 则 g(&1,… ,én) 也 是 (2, xf, P) 上 的 随机 
变量 . 

特别 , 若 &,n 是 (2, sz, P) 上 的 随机 变量 , 则 上 + mat(a 为 任意 有 限 复数 ), En 
都 是 随机 变量 . 

由 这 个 定理 , 我 们 还 可 以 得 出 今后 将 要 用 到 的 很 多 结论 . 例如 , 若 (&1,:… ,én) 


是 (0, .xy,P) 上 的 n 维 随机 变量 , 则 Ok ,5 为 常数 ,b 六 0)， 0 (Sk — 
k=1 
2 css 等 都 是 (0,27,P) 上 的 随机 变量 . 
今后 我 们 还 要 考虑 两 个 随机 变量 的 商 , 为 此 我 们 先 作 一 约定 : 设 〈 除去 一 个 零 
概率 集 而 外 有 定义 且 与 一 个 随机 变量 上 相等 , 我 们 也 称 ¢ 与 上 几乎 相等 . 在 此 约定 
下 , 我 们 有 
定理 11 设 (&,n) 是 概率 场 (02, ez, P) 上 的 随机 变量 , 且 P(m = 0) = 0, 则 
</7 与 一 随机 变量 几乎 相等 . 
证 令 
_ | 7(w)， 妆 nw) #0, 
m(w) = { 1, 当 n(w) =0. 
则 mn 是 (2, oz) 上 的 可 测 函数 ， 对 任 一 we 2,m(w) 关 0, 由 定理 8 知 /mh 是 
(92, sz) 上 的 可 测 函数 且 取 有 限 值 , 故 6/m 是 (2, wx, P) 上 的 随机 变量 .而 6/n 除 
去 一 个 零 概 率 集 {m = 0} 而 外 有 定义 且 与 随机 变量 6/ 相等 , 于 是 上 /7 与 上 /ma 几 
平 相 等 . 口 


2.2.4 ”函数 形式 的 单调 类 定理 


在 $1.3 我 们 讨论 了 集合 形式 的 单调 类 定理 . 这 里 将 要 研究 的 函数 形式 的 单调 
类 定理 , 是 研究 函数 性 质 的 一 个 重要 工具 . 先 给 出 

定义 7 设 .是 定义 在 9% 上 的 一 族 函 数 , 满足 条 件 : 若 fe .2, 则 f+,f- e 
Z. 

函数 族 工 称 为 乡 - 系 , 如 果 它 满足 条 件 : 

I ) le L(1 表 示 恒 等 于 1 的 函数 ); 

IT) 工 中 有 限 个 函数 的 线性 组 合 如 果 有 意义 则 仍 属于 工 ; 

IT) 如 果 户 s 忆 0< 思 1T 记 7 有 界 或 Fe 2 则 六 < 工 . 


A 


定理 12( 函 数 形式 的 单调 类 定理 )， 若 .2 系 工 包含 某 一 x- 系 多 中 任 一 集 
4 的 示 性 函数 , 则 工 包含 一 切 属 于 .2 的 关于 o(%%) 可 测 的 实 函数 . 

证 令 

A={A:x, EL}. 

则 由 条 件 I ) 一 IT) 易 知 , 2 € 4, 4 对 真 差 封闭 , 对 单调 增 集 序列 的 并 封闭 ， 
而 4 是 和 - 系 . 由 定理 条 件 知 , 4 2 多 . 故 由 集合 形式 的 单调 类 定理 知 4 2 o(%); 
换 句 话说 , 对 任意 集 4 e o(%),x。eE L. 再 由 开 知 关于 oc(%) 可 测 的 简单 函数 属于 
L. 

设 f 为 .2 中 关于 oo(%) 可 测 的 非 负 函 数 , 根据 定理 5, 存在 o(%) 可 测 的 非 负 
简单 函数 增 序 列 0 < f+ f. 由 II) 知 fe 5. 车 f 是 .多 中 关于 o(%) 可 测 的 , 则 
f+,f- 都 是 2 中 关于 o(%) 可 测 的 , 且 f+ e Lf- eK,f= f+ 一 -有 意义 , 根 
据 [[), fe 工 . 因而 定理 获 证 . 口 

这 一 定理 的 典型 用 法 是 : 欲 证 明 某 一 函数 族 已 具有 某 性 质 ho, 为 此 引入 一 个 
函数 族 ., (.2 满足 定义 中 的 条 件 ), 使 


了 = {f:f 具 有 性 质 40} 


为 一 多 系 , 再 引进 一 x 一 系 多, 使 2 中 关于 o(%) 可 测 的 函数 类 包含 ,于 是 
根据 定理 12 只 需 证 明 对 一 切 4e 多 ,x，e 工 成 立 就 够 了 . 这 个 方法 称 为 一 系 方 

下 面 我 们 应 用 . 乡 - 系 方法 证 明 几 个 重要 定理 . 

定理 13 ” 设 8 是 一 集合 , (8,8) 是 可 测 空间 , / 是 2 到 已 的 映射 ， 令 
o(f) = f-1(@), 则 2 是 从 8 到 R&D 的 o(f) 可 测 函 数 的 充分 必要 条 件 是 存在 
(B,@) 上 实 可 测 函 数 g, 使 得 p = go f, 并 且 若 有 限 (有 界 ), 则 可 取 9 有 限 (有 
界 )， 

证 ”如果 =gof, 由 于 了 是 (2,o(f)) 到 (已 ,C) 的 可 测 映射 , 9 是 (E,8) 到 

(DD, 多 由) 的 可 测 映射 , 由 定理 2 知 gof 是 由 (82,0o(f)) 到 (ROD, 多 中 ) 的 可 测 映 
射 , 即 为 o(f) 可 测 函 数 条 件 的 充分 性 获 证 . 

以 下 往 证 条 件 的 必要 性 . 为 此 , 令 .2 表示 8 上 一 切实 函数 . 令 


L={gof :ge€e6} 


(为 叙述 简单 起 见 , 今后 用 ge 8 表 g 是 (EB,8) 上 的 可 测 函 数 ). 
首先 证 明 荆 是 .Z- 系 : 


1= Xs °f,Xs ee 故 1e 万 
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工 对 线性 组 合 封闭 ; 事实 上 , a(ge f) = (ag)。f, 若 grof +g2of 有 意义 , 令 
A= {zr EE:g(7)=—g2(7)=+00},g9=9+92Xse EG, 则 grof +920f=gof. 

车 pn EL,0 < pn fv, 则 存在 geE8 使 pn=gnof, 令 g=supgn, 则 ge@ 
且 y=gof, 因 而 peL. 

再 证 工 包含 o(f) 中 集合 的 示 性 函数 : 若 C e o(f), 则 存在 Be 8, 使 C= 
f-1(B), 从 而 对 一 切 we 8,xo(w) = Xa(f(w)), 即 xo = Xxs of, 而 Xe & 8, 故 
xXxo E 工 . 由 定理 12 知 工 包含 一 切 o(f) 实 可 测 函 数 ， 

若 p 有 限 , 且 yp =gof, 令 g =gxtlgl<o}, 则 g 有 限 ,g EB 且 y=gof. 最 
后 这 一 等 式 由 于 f 的 值 域 c {lg| < o0}. 

车 p 有 界 , |p| < M,p= gof 令 g' = gxtlgl<M}, 则 g 有 限 ,gE@ 且 p=g'of. 
最 后 这 一 等 式 由 于 lol < M 知 f 的 值 域 c {lg| < M}. 口 

推论 1 f= (有 ,… ,有 所 ) 是 0 上 的 mn 维 可 测 函 数 , 则 9 关于 -1( 儿 人")) 可 
测 的 充分 必要 条 件 是 存在 (Rm, 儿 (中) 上 的 可 测 函数 G, 使 对 一 切 we 0,g(w) = 
G( 及 (w),… ,fn(w)) 成 立 . 

定理 14 ” 设 2 是 定义 在 Rm") 上 的 实 函数 类 , 工 是 Rm") 上 包含 有 界 连续 函 
数 的 .2- 系 . 则 工 包含 2 中 一 切 Borel 可 测 函 数 . 

证 令 

多 = {4 :A 是 以" 中 有 限 开 区 间或 无 限 区 间 }， 
则 多 是 二 系 , 且 co( 多 ) = 多 (". 故 若 能 证 明 x。e 也 对 一 切 4e 多 成 立 , 定理 即 
获 证 明 . 

设 4 = {(zi Zn)ak < ZK < brsk = 1 ,n}. 对 于 任何 i > l,k = 

1,.…- ,n, 令 


0 Tk < Qk, 


1 
l(zk 一 Qk), Qk <Tk < ak 十 了 


1 1 
(pe) = 1, Qkp+ 7 < Tk bk 7 


Ubk — Tk), 中 一 ; < ZK < bk, 
0， Zk > bk, 
则 f(zs) 看 作 站 中 上 的 函数 是 连续 、 有 界 且 当 1 一 oo 时 0 < f(zp) 1 
x bw) Qi) ,二 1,.… ,ni 因而 了 7 (zw) 是 非 仙 有 界 连续 函数 , 日 对 一 切 (z1,… ， 
天 一 1 


Zn) E R(™), 有 
[TE A zx) Txs(tca ,Ln). 


k=1 
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故 x。e 工 .车 4 是 多 中 某 些 分 量 为 无 限 区 间 的 集 , 例如 4 = [00,51) x (az, 上 oo] 
x… x (an;bn), 则 用 上 述 方 法 同样 可 证 x。e 工 . 根据 定理 12, 本 定理 获 证 . 口 


习题 及 补充 
1. 试 证 示 性 函数 有 下 列 性 质 : 


i) Xana = Xaxa; Xavsp = Xs 十 Xe 一 Xanei 


Xac =1— Xa; XaaB = |xa — Xal; 
i) x % A 一 SUPXanj XR A = inf xa; 
m=1 n n=1 
Ka Xn Xm Xe 


2. 设 f,g 是 可 测 空间 (2, .wy) 上 的 实 (或 复 ) 可 测 函 数 , 问 下 列 函 数 是 不 是 
(2,oz) 上 的 可 测 函 数 ? 

_] fl(w), we{lfl<o%}, 

i) nt) = 0 二 天 

0 E> f(w), WwW 天 Wo, 

= | f(w)+1, w= wo,wo€ 1; 

网 Fn)，we4， 

{ (D> 这 这 远 

3. 了 是 可 测 空间 (2, wz) 上 的 实 可 测 函 数 , 则 |f| 可 测 , 道 命题 是 否 成 立 ? 

4. 若 f,g 是 简单 函数 ， af,f+g,f:9 有 意义 ， 试 证 : af,f+9,f:9,|fl, ft 及 
f- 都 是 简单 函数 . 

5. 试 求 可 测 空间 (2, az) 上 的 全 部 可 测 函 数 , 其 中 xz = {2, 4, 4°, 1}. 

6. 车 f,g 是 (2, .xf) 上 的 实 可 测 函 数 , c 是 任意 实数 , 试 证 : 


{w: f(w) <g(w) 二 cje 5 


AEY. 


{wo :fw) < go) te} ew; 
{0: fw) = 9g) +e} ew. 
7. 车 {所} 是 (9, xy) 上 实 可 测 函 数 序 列 , 则 集 
{wo: lm fn) = Em fr) HS :lim fn(w)f 在 )) 
是 可 测 集 . 


8， 证 明 : 车 有,k = 1,…,m 是 RM 上 的 mm 个 连续 函数 ， 则 对 任何 实数 
V1… ,Ym 来 说 , 集 


{(z1)… ,Tn) : 大 (Z1) ,Tn) < 伏天 一 1 ;72 
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是 Borel 集 . 并 由 此 说 明 任何 维 空间 的 球 (或 椭 球 )、 平面 上 的 多 边 形 、 圆 柱 、 圆 锥 
及 角 锥 等 图 形 所 围 成 的 区 域 都 是 相应 空间 的 Borel 集 . 

9. 试 证 : g(z) 是 (2Z(D, 络 由) 上 的 实 可 测 函 数 的 充分 必要 条 件 是 h(x,y) = g(z++ 
动 ) 是 (BQ, 多)) 上 的 实 可 测 函 数 . 将 此 结论 推广 到 g(z1,… ,zn) 是 (2 中, 儿 4") 
上 的 可 测 函 数 的 情形 . 

10. 设 多 为 空间 2 中 的 一 个 x- 系 , .和 为 9 上 的 函数 类 , 如 果 它 满足 下 述 条 
件 : 

i 1 E .和 2; 

ii) :和 对 非 负 线性 组 合 封闭 , 且 若 f,g € ,有 界 , f > 9 则 一 9 e 6; 

ii) 若 {fn}cH%, 且 0< 所 1f, 则 fe%; 

iv) 5 包含 多 中 集合 的 示 性 函数 ， 

则 .和 包含 一 切 关 于 oc(%) 可 测 的 非 负 函数 . 

11. 设 (0 好 ,及 是 (8, sy,p) 的 完全 化 测度 空间 , 试 证 : 对 任意 zy 一 可 测 函 数 
f, 必 存 在 一 个 xy- 可 测 函 数 f' 使 f/ = f,a.e.n. 

12. 设 f(t,w) 满足 : i) 对 每 个 固定 的 te R, f(t,-) 是 (8, tf) 上 的 可 测 函 数 泣 ) 对 
每 个 固定 的 we 2, f(,w) 是 RR 上 的 连续 函数 . 试 证 : f 是 乘积 空间 (Rx 0, 有 (0 x oy) 
上 的 可 测 函 数 . 

(提示 : 令 f(6%) = 亲生 exe 征明 户 是 20 x wv 可 肖 

大 一 一 oo 


的 , 且 太一 Jo 一 oo 


82.3 分 布 函数 


随机 变量 是 可 测 空间 上 取 有 限 值 的 可 测 函 数 . 从 概率 论 的 观点 主要 是 研究 随 
机 变量 取 值 的 概率 规律 . 我 们 将 会 看 到 , 随机 变量 的 分 布 函数 完全 描述 了 随机 变量 
取 值 的 概率 规律 . 而 且 它 是 我 们 比较 熟悉 的 欧 氏 空间 上 的 点 函数 , 较 之 抽象 空间 上 
的 集 函 数 易于 掌握 . 

由 于 只 有 实 随机 变量 才 有 分 布 函数 , 因此 将 实 随机 变量 一 律 简称 为 随机 变量 . 
如 无 特别 声明 , 将 (和 … ,&) 的 分 布 函数 一 律 记 作 F(z1,:… ,zn). 

今后 , 我 们 不 限于 研究 随机 变量 的 分 布 函数 , 还 将 研究 一 般 的 分 布 函数 , 它 与 
(Re 多) 上 对 有 界 集 取 有 限 值 的 测度 相对 应 . 

在 本 节 中 使 用 了 多 元 函数 的 差分 运算 符号 . 对 于 函数 F(z1,… ,zn), 令 

A EF = F(z1, i ,Tk_1, Dk, Tk+1, 人 , Tn) 


DG 


一 忆 (Z1) ,Tk—1, QT 天 二 1 jC) (1) 


82.3 分 布 函 数 .89 . 


Au A FPF=Ar [A A ， 列 ， (2) 


bk ,Qk bk1 ,Qk1 bi, ,Qk Bk)_1 Qk bk OkL 
1QkL Ck L101 


其 中 ,… ,kt 是 1,… ,n 中 1 个 不 同 的 数 ; 


AbaF = Ap” oa, A 


bi,al 


古 其 中 b= (b1,…… ,bn), 


a = (a1,:… ,an). (3) 


由 (1) 一 (3) 知 经 过 ! 阶 差分 运算 后 , 可 以 用 F 在 某 些 点 的 值 的 代数 和 具体 
表 出 . 且 在 (2) 中 将 ,… ,& 的 次 序 任意 调换 后 所 得 的 结果 是 一 样 的 . 而 且 还 有 


DkL .ARs . .AT Dk . 。。 人 ki .A Tr 
Au Qk A ,Cki A Qk1 下 十 Ap ,OR Acu ?Qi An ORL 
— ATk Thks .ATr1 
5 Ab ,Qk Ar 1QRi Ap 1Qk1 F (4) 


2.3.1 ”随机 变量 的 分 布 函数 的 性 质 


性 质 1 F(z1,… ,zn) 对 每 个 自 变量 zk 是 不 降 的 , 即 对 一 切 1 < kk < n,bk > 
ak, 有 


As* ,FP>0. (5) 
证 ”由 分 布 函 数 的 定义 及 概率 的 非 负 性 可 知 
Asia 下 一 下 (ZE-1) bk, Tk+1,***) 


—F(.: ,Tk-1,Qk, ZE) 
= P(Eék1 < Th_1, Ek < bk, Ektl < Th …) 
—P(:.. ,Ep_1 < Th Ek < ak, Eptl < Tkt1,**) 
= P(::. ,ék1 < Tk_10k < Ep < bk, Ertl < Tkt1i,**) > 0. 
当 存 在 k, 使 ok = bk 时 , ApaF = 0. 
性 质 2 设 ok < bgpa m= 1,.- ,4, 1 ,kL 是 1,… ) 了 中 ! 个 不 同 的 数 ， 则 
N <)) 


1 
让 (0\ {arm < kn, < br)} 
m=1 


Fn 
了 Ik 
= Atlas “Apron FP l=1,,n. (6) 
因而 
Ik Tk 
A “Aprlas F > 0. (7) 


特别 车 ax < bx, k ee 1, ,nN, 则 AseF 之 0. (3) 


90 . 第 2 章 随机 变量 与 可 测 函 数 、 分 布 函数 与 Lebesgue-Stieltjes 测度 


证 ”只 要 证 明 (6) 式 成 立 , 其 他 结论 立刻 得 到 . 由 性 质 1 知 当 1=1 时 (6) 式 
成 立 . 设 (6) 对 1 一 1 成 立 ， 则 由 概率 的 性 质 、 {Qk, < ks < br} 一 {éx, < br, } — {Ek < 
ab 及 (6) 对 1 一 1 的 情形 成 立 知 (6) 对 ! 的 情形 的 左 端 为 


1-1 
P( | {on & Ek < brn} N {én < bn} (| {én < oj 
m=1 hzkm 


11 
-P( MN\ {ox st < brn} N {én <am} () {és < oj 


m=1 hz km 


=|Ar- .A pF 
bk _110k1 1 bk1 ak1 
Tk =bk, 


Tk 一 1 Tk1 
3 Le A ‘amt 


Abrl ,an, ns | Abrl,on, a 

= A 5 六 F 
此 即 (6) 式 对 1 的 情形 也 成 立 . 其 中 [ ]。。 =s 表示 括号 中 的 zw 以 z 代替 后 所 得 
到 的 表示 式 . 口 


性 质 3 设 记 ,… ,是 1,…,n 中 1 个 不 同 的 数 , bk,,… ,br 是 任意 给 定 的 
i 个 实数 , 则 
As。 As。 F=0 (9) 


Tk 
1m 
ak bk 0 bkiakr bk1 Qk1 
全 t 


i=l,. 


对 一 切实 数 zi(h 了 关 及,… , 肥 ) 成 立 , 因而 F(z1,… ,zn) 对 每 一 自 变 量 是 左 连续 的 ， 
即 对 任 一 k(1 < k < n) 


lim F(Tp1, Th ZE) = F(Tk1, Tk, ZE ). (10) 


La 
Tr Tk—0 


证 令 {em} 为 趋 于 零 的 递减 正 数 序列 , 我 们 先 证 


im。 Apr oo, a A =0. (11) 
由 (6) 知 
A pn mA sa 
i 
=P( fen -en < th < hn} (Nf < a}). (2) 
i=1l1 九天 有 
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记 上 式 右 端 括号 中 的 事件 为 4w, 则 由 em | 知 4w | 站 4w, 再 由 em 一 0 易 证 
站 Am = 2, 因此 由 概率 的 连续 性 及 (12) 式 知 (11) 式 的 左 端 等 于 


lim P(Am) = P( 人 hn) =0. 


今 再 应 用 (11) 式 来 证 明 (9) 式 . 设 s 为 任意 正 数 , 则 由 (11) 式 知 必 有 一 em 存 
在 , 使 


zr T 
0 < Ap Aprl pw emF <E: (13) 


pk 一 Em 


于 是 当 bh, 一 em < ak <bkp,l<igl 时 由 (6), (12) 及 (13) 知 


0 入 Ar ...AT™ FF 


ki ,Ok bk1 ,Ok 


l 
= P( fen < é4: < bri} (| {én < zn}) < P(Am) <&, 
i=1 


hk 


其 中 用 到 事件 的 关系 式 


l 


{ex < Ek < bps} NN {én < Zr} C 4m 


1 一 1 hxki 


及 概率 的 不 降 性 . 故 (9) 式 获 证 . 
在 (9) 式 中 , 令 1= 1,ki = k,ak = 2,bk = Zk, 即 得 (10) 式 . 口 
性 质 4 下 (zl ,Tn) 还 满足 


Fl “Thki—l; 00, Tkitl) "Thi 00, Dkr ) = 0， (14) 


Fe ,én (ze , Tk ) 
= F(... ,00, Tki, 00,.**00, Tk oo (15) 
F(0%0,... ,00)= 1, (16) 


其 中 hi,… ,ki 是 1,… ,n 中 的 ! 个 不 同 的 数 , 而 (14) 的 左 端 、(15) 的 右 端 及 (16) 
的 左 端 分 别 表 示 下 列 三 极限 : 


lim 下 (zi ,Tn), im。 F(zT1,:*: ,Zn) 及 


R¥km 
m= 
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a F(z1,. ,Tn). 
B= 


证 ”(14) 一 (16) 的 证 明 与 性 质 3 的 证 明 完全 类 似 . 我 们 只 证 (15), 其 他 请 读者 
ee (15), 我 们 先 证 : 车 {fr} 是 正 整数 序列 , 则 
Fe ts, (zh Th) 
= lim Fl ger Tr). (17) 
为 此 令 
Be 站 te < zen} 门 就 < 小， 


=1 大 天 Km 


则 易 见 Bl Cc Bs。 Cc … , 且 由 & 的 值 有 限 知 
oo ! 
U B= 门 {éks, < Tk} 
?一 m=1 
于 是 由 分 布 函 数 的 定义 及 概率 的 连续 性 知 (17) 的 右 端 等 于 


Jim P(B;) = a N {éx., < zw] 三 下 ER (Thi ,Thi)- 


因而 (17) 式 获 证 . 
设 s 是 任 一 正 数 , 则 由 (17) 知 必 有 -> 使 
P(B.) & Fe,,, jos ,én (Tk1s"** ,Th) < P(B) + e. (18) 


则 当 zk > 7,k A ki,… ,ki 时 ， Bc (Nf{é < zn} c MN. 之 zk}, 故 由 (18) 知 
k=1 
a 自考 < os 一 下 (zyZn) < Pegn (Zk Th) < P(Br) + e, 
人 (19) 
于 是 由 (19) 知 


0 么 有 ED ,Tk) — F(T1,:... ,Tn) < 6， 


因而 (15) 式 获 证 . 口 

性 质 4 中 的 (15) 式 说 明 , 如 果 我 们 知道 (6 …… , 6%) 的 分 布 函数 , 那么 可 以 应 
用 (15) 求 出 它 的 一 部 分 随机 变量 &,,… , 作成 的 1 维 随机 变量 的 分 布 函数 . 今 
举 一 例 来 说 明 . 
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例 1 设 (&1,&) 是 按 二 维 正 态 NN(a1,a2,o?,03,7) 分 布 的 随机 变量 , 且 jr| < 1 
则 &,&2 分 别 按 N(a1,o?),N(a2,o2) 分 布 . 
证 ”周知 (&1,é&2) 的 分 布 函数 是 


rom) rmi) {a 
2Z1) 72) 二 一 一 一 一 一 一 ~ exp 4 一 六 -一 一 
2rolooV1 一 72 J-_wJ-w 2(1 一 72) 














fe 三 的 人 二 的 下 2 J 
of 0102 02 
而 
1 [a) (oD)v— 0) (v0) 
-| 0? Pa 0102 02 
a) 1 v-o (a) 
一 27 -| 页 0 
(wa) 1 roz(u 一 ai)]? 
| 


故 由 (15) 知 


及:(zl) = slim, F(z1, 72) 


1 vy tap 1 中 1 
e ”1 X | 一 一 一 一 X 6X 二 
V27acl 丰 [1 一 72) / nt 2(1 一 72)cz 


ea 


对 于 任 一 给 定 的 来 说 , 令 





1 | -| 
V2(1 一 r2)o2 01 
则 易 知 上 式 方 括号 中 的 积分 等 于 


1 广 _t2 2 人 二 三 
e ”此 = 一 edt=1, 
VT 一 co VT 0 


从 而 可 知 & 是 按 N(a1,o?) 分 布 的 . 同样 可 证 &2 是 按 N(a2,o2) 分 布 的 . 

总 结 以 上 性 质 , 可 得 

定理 1 设 F(x1,… ,zn) 是 n 维 随机 变量 (&1,… ,6%) 的 分 布 函数 , 则 焉 具 
有 下 列 性 质 ; 


(a) Av,aF > 0, 其 中 Q@ = (al ,Qn),b= (b1,.* ,bn),ar < br k= 1,...,n; 
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(b) F(z1,… ,zn) 对 每 一 自 变量 左 连续 ; 

(c) 对 于 任意 1 < hk < <k gn(l>1),F(.. ,rk —00, Thtl ;Chl 
—00, Zk41,..*) = 0; 

(d) F(00,:…. ,00) = 1. 

我 们 将 要 证 明 任 一 满足 条 件 (a), (b), (c), (d) 的 Rm 上 的 函数 必 为 某 一 n 维 
随机 变量 的 分 布 函 数 .( 即 定理 1 的 道 定理 .) 这 个 结论 的 证 明 是 通过 以 下 两 个 步 
又 完成 的 : 第 一 步 证 明 满足 (a) 一 (d) 的 n 元 函数 决定 一 个 概率 场 (R("), 8("), 也); 
第 二 步 证 明 在 这 个 概率 场 上 定义 n 个 随机 变量 名 (zh ,zn) = Zhyk = 4… ,nm 
则 (和 ……, 扣 ) 的 分 布 函数 就 是 给 定 的 函数 .关于 第 一 步 , 事实 上 可 以 证 明 更 广 
一 点 的 定理 , 即 证 明 满足 (a), (b) 的 任意 有 限 函 数 可 以 唯一 地 决定 一 个 测度 空间 
(Rm), 络 (") ,jp). 为 了 以 后 的 应 用 , 我 们 宁愿 证 明 这 个 广 一 点 的 结论 . 证 明 的 方法 与 
81.5 建立 直线 上 Lebesgue 测度 的 方法 在 实质 上 是 一 样 的 . 

2.3.2 ”分 布 函数 与 L-S 测度 . 

定义 1 设 下 (z1,… ,zn) 是 定义 在 RW 上 的 有 限 值 函数 , 且 满 足 

(a) AbaF > 0, 其 中 a = (a1)… ,an),b = (b1,… ,bn),a,b € RW, 且 对 一 切 
k=1,:...,n,axr < br; 

(b) F(z1,… ,zn) 对 每 一 自 变量 左 连续 , 则 称 F 是 RW 上 的 分 布 函数 . 

现在 我 们 来 叙述 并 证 明 本 节 的 主要 定理 , 即 Rm 上 的 分 布 函数 决定 (Re ,9 ) 
上 测度 的 . 

定理 2 设 书 是 定义 在 Re 上 的 一 个 分 布 函数 , 则 在 多 ("上 存在 唯一 的 测 
度 Lr 满足 

Lp([a,b)) = AsaF, 对 一 切 a,b € Ra 和 bb (20) 
LF 在 有 限 区 间 上 取 有 限 值 , 一 般 称 为 Borel-Stieltjes 测度 ,同时 也 可 以 唯一 决定 
1% 一 可 测 集 类 上 的 测度 , 称 它 为 Lebesgue-Stieltjes 测度 (简称 L-S 测度 ). 在 一 般 
情况 下 , 两 者 统称 为 L-S 测度 . 


我 们 通过 以 下 几 个 引 理 来 证 明定 理 2. 
引 理 1 设 
a= (a1,… ,an),ak ER 或 a = 一 oo， 
Etm) = 4 [a,b), 当 ak = 一 co 时 ,，[@x, bk) 全 (—o00, bg), 


b= (b1,.*: ,bn),bk ER 或 bi = +oc. 


则 El 是 Re 中 的 半 集 代数 . 
证 iD)g = [a,a) € EY), RY = (—00m,00®)) € En) 其 中 a = (a1,… ,an), 


—oo(n) 一 (一 co， i 一 co)， cotn) 一 (co， Se oo). 
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让 车 4B ee,4= [0,6)),B = [ob2)aG = (oa 介 ,a ),b) = 
(6 ,... ,bD),1 二 1,2. 则 令 cx = max{al), al ))}, dx = min{bO), pO)}, k = 1,.…… ,Nn, 
2 一 (cb ,Cn),d = (du , dn), 于 是 4NB= [c, dg) E ED. 
ii) 车 4 € E72,4 = faba = (oa = (01,.… ,bn), 设 A407 = 
(一 co， = [ax, bx), 4 人 ) = [bk, 0 则 4 人 2) x "Xx AKi") € ED, 其 中 bk 一 
1,2,3,k = 1,- 两 两 不 交 ， 人) x .x A = ee ,Tn) : Tk €E ALi™),k 和 
1 Re = 二 > 4 x.… x 4). 故 he 可 表示 为 ef 中 两 两 不 交 的 
有 限 个 集合 的 并 (和 多 37 5 个 ). 
由 以 上 三 点 可 知 cn) 是 Re 中 的 半 集 代数 . 口 
引 理 2 设 F(z1, ca , Tn) 满足 定理 2 的 条 件 ， 若 a,b € RW,a < b,4 = [a, b), 
令 
L(A)E p(sb)) = AwaF, (21) 
= [a,b) 是 Rm 中 的 无 限 区 间 时 , 令 TUN) = [-N,N) = {(zi pzn): -NE 
rk <N,k=1,.…,n}. 令 
H(A)S lim p(la,b) NI™). (22) 


则 是 定义 在 em 上 的 有 限 可 加 测度 . 
证 i) 先 证 明 在 一 切 有 限 左 闭 右 开 区 间 类 上 由 (21) 定义 的 集 函 数 是 有 限 可 
加 的 ， 即 设 A e ct, = 1,.… ,1(L 是 任意 正 整数 ) 是 两 两 不 交 的 有 限 区 间 , 且 


A=2,4: eeE™, 则 


k=1 


人 
AL(4) = > p(Ax). (23) 
k=1 


车 4 = &,(23) 式 显然 成 立 , 对 4z 2 的 情形 往 证 (23) 式 成 立 . 
应 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 在 证 明之 前 , 先 就 二 维 的 情形 解释 一 下 证 明 的 想法 . 
首先 设 ! = 2, 此 时 hi1, 42 的 图 形 的 位 置 必 为 


(du) 
下 人 
A hs (co (B13b,) 
Al 


(cooo) (cbc) (abo) 
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上 面 二 图 之 一 所 示 . 即 若 4; = [oa 42 = [c,d), 则 b1 = c1, bz = d2 且 az = cz( 或 2 = 
c2,Q1 = cl 且 0 = di), 于 是 由 (4) 式 知 


L(Ai)+p(A2)= A AP F+AS:, AF FPF 


bi,a1™~ b2,a2 di,c1™ d2,c2 
= Agi Ag,osF + Aal,o Ma2,asF 
= Auia AgasF 过 AdoF 
= HA(41 + 42). 


(上 右 图 的 情形 同样 证 明 ).! = 2 的 情形 获 证 . 

对 于 一 般 的 情形 41,… , hi 的 图 形 的 位 置 如 下 图 所 示 (图 上 天 的 是 ! = 7 的 情 
形 ). 如 图 画 一 虚线 , 将 41 分 成 41, 44, 将 4s 分 成 篇 ,44. 于 是 由 i = 2 的 情形 知 
pA1) = p(A4) + 4(A1), (A3) = p( As) + py(AL). 设 (23) 对 1<7 的 情形 成 立 , 则 由 
(23) 对 1= 3,1=6 及 1=2 的 情形 如 


7 


7 
DAs) = [a( AL) + pCA2) + CAG)] + [a + (Ag) + Dulas) 
k=1 天 一 4 


7 
=J(A+Az+As)+ pA + AS + >, Ax) 


k=4 

7 
=p(A+Ahs+As+AI+AI+ YA 
Hx 1 十 2 十 3 十 1 十 3 十 k 

k=4 





下 面 给 出 (23) 式 的 证 明 . 
当 ! = 2 时 , 我 们 先 来 考虑 41, 42 的 图 形 性 质 , 设 A1 = [a,b) 2, 42 = [c,d) zz 
2,A= {e, f), 则 A=Ai 十 42 可 写成 


{f(zi ,Tn) :ap < Tk < br k=1,...,n} 
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十 {(zi ,Tn) :ck Tk < di 天 一 1 
一 {(z ,Tn) :er < Tk < fr,k=1l,..,n}. (24) 
于 是 易 知 
[ok bk) U [ck, dg) = [ex, fk),k = 1,.. ,Nn. (25) 
由 于 41n Ah2 = @, 故 必 有 一 hh 使 [an,bn) 与 [ch, dn) 不 相交 , 由 (25) 知 必 有 bh = cp 
或 on = di. 不 妨 设 
bh = cu 因而 an = ep, :dh = fh. (26) 
今 再 证 
[ax, bk) = [ck dk) = [ex, fk), Ek ¢ hk = 1 ,nN. (27) 
假设 (27) 不 成 立 , 则 必 有 一 i 头 h, 使 [ai,bi) 关 [ci, di), 于 是 有 一 zi e [ei, 所 ) 使 
Ki € [ai,bi) — [ci, di)( 或 zi € [ci,di) — [ai,bi)), 令 


T= 71, ,Tn) € [e, f), Th = Ch, Ti = Ti. 


(或 相应 地 zi = an,zi = 二) 则 z € 4, 但 xz | hi + 42, 因为 由 (25), (26) 知 
Zh 4 [an, bh)( 或 zh G [an,dn)), zi Fg [ci,di)( 或 zi 9 [ai,bi)), 故 z4i+42, 这 与 
A = hi 十 hs 矛盾 , 因而 . (27) 式 成 立 . 于 是 由 (21), (26), (27) 及 (4) 式 知 
H(A1) + pp(A2)= ApaF + AacF 
= A .Ar .Am PiAT. .Am .A 


bi,a1 bh sah bn,an di,c1 dh ch dn,cn 
人 T1 ne ee T1 ae Th nee TI 
Es Afie Acen Apn,enT + Aple, Apr,cn 人 Pen 下 
ATi Th 也 一 
Ape, - 人 Apren 呈 ‘Ayre, ApeF H(A). 


故 (23) 式 对 1 = 2 的 情形 成 立 . 
设 (23) 对 1 < m(m > 1) 的 情形 成 立 , 今 证 (23) 对 1 = mm 成 立 . 设 A e 


Cm; A e ct,r = 1,… ,m, 为 两 两 不 交 的 有 限 区 间 , 且 4 = 》, 4;, 由 41n 42 = 


r=1 
9 设 
Ai = [oa ,GD),aG = (ao 但， ,aG)， 


p00 = 000,.. = 2 
必 存 在 一 个 k(1 < k < n) 使 得 [a,5 由 ) n [ao2 ,bi2) = gr 不 妨 设 


oa 人) < bo) < ae) < be), 
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取 
B= {(zb ,Tn) :Zk < be), zh € Rh#k} € Ee"). 

则 Be = {(z1,… ,zn) : Zk > 6), zh € Rh zk} ee Ee™. 于 是 BN A, Ben4e em， 

BNA,BNAL ecm KS1,...,m 


A=BNA+B°NA, 
BNA= BNAi+:.……+ BN An, 
B°NA= BNAt+:..+ BN Am. 
由 于 BN hs = 8, BN hi= ,所 以 BNA 及 Bn 和 都 是 个 数 少 于 m 的 有 限 区 
间 的 和 . 利用 1 = 2 的 结论 及 归纳 假设 , 得 
A(4) =HABn4)+HABcna4) 
=ABna4i)+…+ABn4n) 
+u(B°NA)+:...+ Hu(B°N Anm) 
=J(A1)+:… + pp(Am). 


(23) 式 获 证 . 
ii) 再 证 : 当 [a,5) 是 无 限 区 间 时 , 由 (22) 定义 的 jy([a,5)) 有 意义 , 即 
Aim x([e, b) NT 00 (28) 
存在 (可 能 是 +oo). 


事实 上 , 由 于 4(w) 会 [a,b) NIW) 是 有 限 区 间 , 且 4W) c AW+D, 由 Em 是 半 
集 代数 知 有 Em) 中 两 两 不 相交 的 区 间 C1,… ,C5 使 


A(N+1) 一 CC A 
2, 1 
显然 C. C A(N+D,r = 1,.… ,p, 并 且 都 是 有 限 区 间 , 因而 由 分 布 函 数 的 定义 及 (21) 
知 yu(C7) > 0. 再 由 i) 知 


(AN+D) = MACD)+ YS p(s) > AKCACD)， 
六 过 
即 jy([a, bm) 是 不 减 序列 , 故 (28) 式 中 的 极限 永远 存在 . 
于 是 (21) 及 (22) 在 co 上 定义 了 一 个 非 负 集 函数 . 我 们 指出 , 对 于 有 限 区 间 
[ae, 0), x([a,5)) 也 可 以 写成 (22) 中 的 极限 形式 . 这 是 由 于 当 人 [a,b) © IN), 
因而 [a,b) NIN = [a, b). 


pod) = Jim wen fo,b) € E™. (29) 
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这 一 事实 在 以 下 证 明 中 要 用 到 . 

ii) 最 后 证 : 由 (21), (22) 在 ct” 上 定义 的 集 函 数 j 是 有 限 可 加 的 . 因为 在 i 
中 已 经 证 明 jy 在 E(”) 的 一 切 有 限 区 间 类 上 是 有 限 可 加 的 ， 所 以 车 4k € Et = 
1,… ,! 两 两 不 交 , 且 4 = 》 hk e Et ， 令 

Ek=1 


AN = ANIN, A = ApN IW, k=1,.. ,1, 
则 4 e Eco, 且 4M) e E(k = 1,… ,l 是 两 两 不 交 的 有 限 区 间 且 


i 
N 
hm = SAW. 
k=1 


于 是 由 知 
HA) = MA 小 


天 一 1 
而 由 (22) 及 (29) 知 当 N 一 oo 时 左 端的 极限 是 44), 右 端 的 每 一 项 kW(C4()) 的 极 
限 是 4(4A), 故 


1 
HA(4) = > p(Ax). 
k=1 


引 理 获 证 . 国 | 
引 理 3 车 (x1,… ,zn) 是 Rm 上 的 分 布 函数 , ob e Rom,a 和 六 则 

ji Abo-sF = Ab,afk, (30) 

lim, Al yo 下 = AvaF. (31) 


证 ”由 于 方法 类 似 , 只 证 (30) 式 . 

首先 , 由 引 理 2 知 六 是 Em 上 的 有 限 可 加 测度 , 因而 若 c,d € Rm),i= 
1, 2, [ct， ad»)) C [ct2)， d(2) )， 则 Auam co 三 =HA([ct)， dy)) < HA([c(2)， a2)))= Age) co) 已 
我 们 选择 E(m) = 《2 二 ) 之 ]， 则 由 [la 加 el(™), b) 2 [a BE elm+1), b) 知 
Apa_em PF 之 Apo_ cm+D 五 ， 当 mm 一 oo 时 Aba_em PF 是 单调 下 降序 列 ， 故 极限 
存在 , 设 为 G. 即 任 给 s > 0, 存在 m, 使 


0< Abpa em 下 一 G< E) 
5 1 1 
设 g= (gi,… "9n)'0 < gk < R= 1 ,n; 必 存 在 4 使 gx > ds ) 70 
故 有 


G< Apa_e(m+dF < Aba_gF < Apa_em) PF 


“ 100 . 第 2 章 随机 变量 与 可 测 函数 、 分 布 函数 与 Lebesgue-Stieltjes 测度 


因此 ， 当 0<g9 < sm) 时 
0 入 Apo 一 G<5. (32) 


此 即 

2 Apa-gF =G. 
今 往 证 G = AsaF. 在 (32) 式 中 取 累 次 极限 , 逐次 令 gi 一 0+,… ,gn 一 0+, 利用 
F(z1,… ,zn) 对 每 个 自 变 量 的 左 连续 性 , 即 得 


lim :.. lim Aba_gF 三 ApafF. 
91 一 0+ 9n 一 0 十 


故 
0< ApaF —-G<e. 


由 于 e 的 任意 性 , 故 得 G = AsaF. 即 (30) 获 证 . 口 
引 理 4 若 下 (z1,… ,zn), 是 RW 上 的 分 布 函数 , 则 在 引 理 2 中 由 (21) 及 
(22) 定义 的 集 函 数 j, 在 E(m 上 是 zx- 可 加 的 . 


证 ”需要 证 明 : 若 hk e ER = 1,2,.…， 两 两 不 交 且 4 = 》 Ax e Em" 则 


k=1 


p(A) = > pAr). (33) 


k=1 


i) 先 证 》 AH(4k) < p(4). 对 任 一 取 定 的 mw 41,… , An C 4, A 两 两 不 交 , 4 
是 Em) 上 的 有 限 可 加 测度 , 由 81.5 性 质 1 知 


> wh4D < pA). 


k=1 


令 n 一 o0, 即 得 》) (4x) < p(4). 


二 
ii) 再 证 》 HA(4k) > p(4). 不 妨 设 4A 产儿. 
先 设 4 为 有 限 区 间 , 于 是 4s,k = 1,2,.… 皆 为 有 限 区 间 . 令 
A=[c,d), Ak = [c®,d®)), k= 1,2,... 


则 由 引 理 3 知 
划一 gd) 一 Ac ad®))), 


82.3 分 布 函数 


(edge 0)) 
任 给 es > 0, 存在 9 > 0( 指 9 的 每 一 分 量 大 于 零 ), 使 
L(A)—e < pllc,d — 9)), 
对 每 一 &> 1, 存在 gw*) > 0, 使 
JA — gt, dD)) < KAN) 十 区， 
于 是 


[cd-gcA= DA C (je® — g(*), d(®)). 
k=1 大 一 1 


应 用 Rm) 中 的 有 限 覆 盖 定 理 知 存在 N, 使 


N 
[c,d— gl Cc (J(e® — g®, ad®). 
k=1 


于 是 


N 
[c,d— gl © (le® — 9, a®)). 
k=1 


应 用 半 集 代数 上 有 限 可 加 测度 的 半 可 加 性 (81.5 性 质 2) 及 (35) 式 知 


N 
plle,d—g9)) < Sop([e® — g®), ad®)) 
k=1 


N oo 
< Dad+E| < Ds) te 


寺 三 1 天 一 1 
再 由 (34) 式 知 _ 
HU4) -es 和 Hecd-9g))< Yn(Ar)+e. 
k=1 
由 于 s 的 任意 性 , 即 得 二 
ps yw(4n 
k=1 


再 设 4 是 无 限 区 间 . 令 4 = 4nT,4) = Ap NID,k= 1,2,.… 


不 交 , 则 4(N) = 》` AW), 由 已 证 结果 及 ph 和) < p(4x) 知 


天 一 1 


HAAW) < PplAF) < > phx). 
k=1 k=1 


- 101. 


(34) 


(35) 


, 两 两 
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令 N 一 oo, 即 得 
HU(4) < > pAr). 
=. 

于 此 , 引 理 4 获 证 . 口 

由 以 上 四 个 引 理 可 知 由 (21) 及 (22) 定义 的 j 在 半 集 代数 cm) 上 是 测度 , 因为 
它 在 有 限 区 间 上 取 有 限 值 , 因而 是 vc- 有 限 的 . 由 $1.5 定理 2 知 在 8(") = o(E(")) 
上 存在 唯一 的 测度 jp 满足 (20). 再 由 81.5 定理 8 知 它 可 以 唯一 决定 在 jv* 可 测 
集 类 上 的 测度 , 即 L-S 测度 . 至 此 定理 2 获 证 . 口 

下 面 我 们 来 证 明定 理 1 的 逆 定 理 . 

定理 3 ” 设 F(z1,… ,zn) 是 定义 在 Rm 上 的 有 限 值 函数 , 且 满 足 

(a) Ab 已 >0 对 一 切 obe RY,a gb. 

(b) F(z1,.… ,zn) 对 每 一 自 变 量 左 连续 . 

(c) 对 于 任意 的 1 < 1 < n, 任意 的 1< ki <…… < ki gn,F(: ,Thi-1,—00, 
ZL Th-1) —00, Tkit1,°**) = 0. 

(d) F(00,:.. ,00)=1. 
则 F(z1,… ,zn) 为 某 一 n 维 随机 变量 (&1,… ,所 ) 的 分 布 函 数 . 称 满足 上 述 条 件 
的 分 布 函数 为 概率 分 布 函数 . 

证 i 由 于 F(zi,… ,zn) 满足 (a), (b), 因而 是 Rn) 上 分 布 函数 , 由 定理 2 
知 在 多 ("m) 上 存在 唯一 的 测度 nr 满足 


LF([a,b)) = As.aF, 对 一 切 a,b € Ra 和 sb 
由 (c) 可 知 , 对 一 切 be R(")， 


pe((~00,0) = Jim, pr((-00,D) NL) = Jimm, As -nF 


= F(bi,:.… ,bn). G9 
再 由 (d) 及 测度 的 下 连续 性 可 知 
HF((—00, co)) = Aim_ pr((—0%0, N)) Mdm FCON ,N) (37) 


= F(00,.… ,00)=1. 


故 Lp 是 Rm) 上 的 概率 测度 , (R"), Bm ,jp) 是 概率 场 . 
i) 在 概率 场 (RW", 多 (" ,yp) 上 定义 个 随机 变量 : 


Ek(T1, , Tn) > Tk, (2Z1) , Tn) € RY,k Ls ;2. (38) 
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则 与，…… ,6 显然 是 (Ro) , 有 4)) 上 取 有 限 值 的 可 测 函数 , 因而 是 随机 变量 . 由 (36) 
知 其 分 布 函数 为 


or( 门 {t < ox) ) = JF((—00,72)) = F(z1,.…: ,Tn). 
k=1 
定理 2 的 另 一 个 特例 就 是 n 维 实 空间 上 的 Lebesgue 测度 . 所 谓 Lebesgue 测 
度 就 是 在 定理 2 中 令 下 (z1,… ,zn) = X11 7X2… zn (显然 它 是 一 个 分 布 函数 ) 而 建 
立 起 来 的 测度 jy, 它 在 co(E 中 ) = 多 ("的 元 4 上 的 值 为 4 的 体积 . 事实 上 它 在 一 切 
可 求 积 的 区 域 ( 按 数 学 分 析 中 的 定义 ) 上 都 有 定义 , 因为 可 求 积 区 域 一 定 是 1 可 
测 集 . 这 些 事实 留 给 读者 证 明 . 


2.3.3 ”随机 变量 概率 规律 的 全 面 描述 一 一 分 布 律 的 概念 及 其 与 分 布 函数 的 关系 


本 小 节目 的 在 于 说 明 如 何 完全 地 描述 随机 变量 的 概率 规律 , 从 而 更 充分 地 说 明 
分 布 函数 的 作用 . 82.1 指出 要 想 了 解 随机 变量 的 规律 , 就 是 要 知道 随机 变量 取 这 些 
值 或 那些 值 的 概率 . 首先 要 求知 道 5 取 每 一 区 间 内 的 点 的 概率 , 例如 & e [a,b),é € 
(a,b),é€ € (a, bl,é € [o, 吕 (其 中 €= (6€1,:*° ,é€N),4 = (al ,Qn),b 三 (0 ,bn)) 以 
及 & 取 其 他 各 种 类 型 的 区 间 内 的 点 的 概率 . 例如 , 设 (&,n) 表示 向 目标 (ob) 进行 射 
击 时 弹丸 着 点 的 位 置 , 那么 就 需要 知道 弹丸 着 点 距 目 标 之 差 不 大 于 e, 即 (和 一 o)2? 十 
(n 一 50)? < s2 的 概率 , 此 即 (&,n) € G,G = {(z,y) : (7z 一 0)? 十 (y 一 ?< e2} 的 概率 . 
诸如 此 类 的 问题 , 归纳 起 来 就 是 需要 知道 由 


P:(B)= P(£ eB), Be (39) 


确定 的 RW" 中 一 切 Borel 集 上 定义 的 集 函 数 Pe. 因此 可 以 认为 集 函 数 Pe 完全 描 
述 了 & 的 概率 规律 . 

定义 2 设 £ 是 (0,y,P) 上 的 一 个 nn 维 实 随 机 变量 , 称 由 (39) 确定 的 B(" 
上 的 非 负 集 函 数 Pe 为 的 概率 分 布 . 

事实 上 , Pe 是 (Rm), Bm)) 上 的 概率 测度 . 

在 理论 上 , 一 般 我 们 不 去 研究 Pe, 而 是 通过 研究 分 布 函 数 来 掌握 随机 变量 的 概 
率 特征 . 因为 由 定理 2 知 Pe 是 由 唯一 确定 的 . 再 者 , 分 布 函数 是 一 种 特殊 的 点 
函数 , 而 点 函数 在 古典 分 析 中 已 有 了 大 量 的 研究 , 它 便于 计算 , 因此 分 布 函数 在 概 
率 论 中 有 着 重要 的 理论 意义 及 实际 意义 . 我 们 有 

定义 3 ”随机 变量 ¢ 的 能 唯一 决定 & 的 概率 分 布 P: 的 任何 规律 称 为 上 的 分 
布 律 . 

显然 的 分 布 函数 是 它 的 分 布 律 . 通常 我 们 并 不 考虑 随机 变量 是 定义 在 什么 
概率 场 上 的 函数 , 而 是 通过 定理 3 规定 出 一 个 概率 场 (RW"™, 多 疏 ,PP), 在 其 上 用 坐 
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标 函 数 定义 随机 变量 , 即 从 (zi …… ,zn) = zk, 这 时 , & = (&1,… ,én) 的 分 布 函数 就 
是 预先 给 定 的 那 一 个 . 于 是 , 对 具体 的 随机 变量 , 只 要 给 了 分 布 函数 , 就 将 它 的 研究 
归结 到 一 般 理 论 的 基础 上 了 . 但 需要 注意 给 定 的 分 布 函数 必须 满足 定理 3 的 条 件 ， 
即 必须 是 一 个 概率 分 布 函数 . 

在 82.1 例 8、 例 9 中 我 们 直接 给 出 了 的 分 布 函数 , 必须 验证 所 给 出 的 函数 
确实 是 概率 分 布 函数 ， 

对 于 一 维 正 态 分 布 N(m, oa?)， 

F(z) = a 类 


270 





显然 AbaF > 0( 当 a < b 时 ), 且 F(z) 是 连续 的 . 因而 定理 3 中 条 件 a), b) 满足 ， 
再 由 于 积分 是 收敛 的 , 可 知 
im F(x) = 0. 


因而 条 件 c) 满足 , 为 了 验证 条 件 d) 满足 , 令 t= 则 dt = V2zdt 而 


、 1 i =m) 
Lm F(z) a 1/ 。 207 dt 


1 /a 2 /a 
一 -一 e dtl = —= eidti=1. 
re 


故 d) 满足 , 因而 F(z) 确实 是 概率 分 布 函数 . 

对 于 n 维 正 态 分 布 N(m,D),m = (mi,… ,mn),D 为 n 阶 正定 方 阵 , 我 们 要 
证 82.1 例 9 中 的 函数 已 是 概率 分 布 函数 . 我 们 宁愿 把 问题 提 得 更 广 一 些 , 即 考虑 
以 下 的 问题 : 设 Q(z1,… ,zn) 是 一 正定 二 次 型 , 问 ”元 函数 


i ,=e | |/ " Qom tn ma) dt .dt (40) 


在 什么 条 件 下 是 一 概率 分 布 函数 . 首先 容易 看 出 F(z1,… ,zn) 是 连续 函数 , 且 对 
任意 cb e RW ,a <b, 


Di bn 
ApaF 一 c/ |/ eH-m ta me) qt, , dtn,, 
Ql dan 


故 只 要 c > 0, 即 可 保证 AbaF > 0. 可 知 定理 3 中 的 a), b) 成 立 . 只 需 寻 求 使 定理 
3 c), d) 满足 的 条 件 . 
由 于 Q(z1,… ,zn) 为 正定 二 次 型 , 故 可 写成 


Q(z1,° jE) a XAX', 
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其 中 天 = (z1,… ,zh)) 为 天 的 转 置 , 4 为 正定 方 阵 . 由 线性 代数 知 有 一 正 交 方 
阵 U( 即 满足 UU = 7), 使 
A=UAUV’, 


其 中 4 为 nxn 对 角形 方 阵 , 即 


A 0 
A= , 
0 Xi 
且 和 > 0,k=1,:…,n. 于 是 


ee 


exp{—(t — m)UAU'(t — m)’}dti::: dtn. 


作 变 量 蔡 换 v = (v1)… ,vw) = (t 一 m)U, 则 tm = wU', 容易 验证 这 个 变换 的 函 


数 行 列 式 
O(t1,.…: ,tn) 
O(v1,.** ,vn) 


其 中 |U| 表示 UV 的 行列 式 , 故 


= | = +l, 


Oo oOe 
F(00,... ,00) = | | exp{—vAv’ }dv1 dun 
一 De 一 Ooe 


(1 Mr) = VIAl, 
故 当 
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时 , 由 (40) 定义 的 函数 FE(zi,…… ,zn) 满足 定理 3 的 全 部 条 件 . 


1p- = LD- 
在 例 9 中 , 4= 5D-, 故 14| = 元 四 [= DT 
故 


1 Sh 5 1 
一 一 二 一 一 …: —=x(t—-m)D lit—m) dt 
ET Re a EL 


满足 定理 3 的 全 部 条 件 , 是 一 个 n 维 随机 变量 的 分 布 函 数 . 

这 里 我 们 再 给 出 一 般 均 匀 分 布 的 分 布 函数 . 设 D 是 工 - 测度 有 限 的 集 , / 是 
LL- 测度 , 令 

(zl ,Zn) = 2 (CARE 

其 中 z = (z1,… ,zn), 一 00 = (一 00,… ,一 00). 则 称 开 为 在 D 上 均匀 分 布 的 随机 
变量 的 分 布 函数 . 易 证 它 具 有 概率 分 布 函数 的 一 切 性 质 . 

不 仅 & 的 分 布 函 数 是 & 的 分 布 律 , 而 且 对 离散 型 随机 变量 ( 即 取 有 限 值 的 简单 
函数 或 初等 函数 ). 例如 P(E = z(*) = pk, ze RY),k = 1,2,…,》)pk = 1, 则 对 

k 


任意 Be 8")， 


zn) E R™, 


Pe(B)=P(é €B)= >》， pr 


rk)eB 
{P(E = z) = pr,k = 1,2,…} 称 为 € 的 分 布 列 , 它 完全 决定 了 Pe, 因此 对 离散 
型 随机 变量 来 说 ,6 的 分 布 列 也 是 & 的 分 布 律 ; 对 连续 型 随机 变量 6 存在 非 负 可 测 
函数 p(X1,..* ,Tn) 0， 对 一 切 (zl1…… ,Zn) € RO™, 且 | p(x1,..* ,Zn) 


dz1…dzn = 1, 使 & 的 分 布 函数 


F(x1,..* ,2 »=/ -/ p(ti,*** ,tn)dti::: ,dtn, 


对 一 切 (z1,… ,zn) € RW" 成 立 , 其 中 积分 暂且 理解 为 Riemann 积分 . p(t1,…， 
如) (1,… ,tn) € Rm) 称 为 & 的 分 布 密度 , 它 完 全 决定 了 Pe. 故 对 连续 型 随机 变量 
来 说 , 6 的 分 布 密 度 也 是 & 的 分 布 律 . 

不 仅 如 此 , 上 的 概率 分 布 还 可 以 决定 的 Borel 函数 (如 果 有 限 ) 的 分 布 律 . 由 
82.2 定理 4 我 们 有 

定理 4 设 £= (&1,… ,名 ) 是 (0, yf,P) 上 的 m 维 随机 变量 , f(z1,… ,zn)， 
(zi ,Zn) € RM),k 二 1,… ,m, 是 实 可 测 函 数 , 且 P(fk(6) = 二 co) = 0,k = 
1,… ,mm. 则 ( 广 (8),… , fm(&)) 是 一 个 m 维 实 随机 变量 . 它 的 分 布 函数 


F(y1,.*: ,Ym) 和 反 1(-o0,9))， 


k=1 
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其 中 Pe 为 & 的 概率 分 布 . 
习题 及 补充 

1. 设 定理 2 中 的 分 布 函数 FF 是 Rm) 上 的 连续 函数 , / 为 由 决定 的 L-S 测 
度 , 试 证 

i) x([a,b]) = Ac 人) = p((a,b]) = plla, b)); 

i) R" 中 任 一 可 数 集 的 测度 是 零 . 

2. 设 互 G 是 Ron 上 的 分 布 函数 , 试 证 : 由 政和 G 决定 的 L-S 测度 jr = He 
的 充分 必要 条 件 是 


下 (Zi ,Tn) 一 GZ , Tn) 
N 
= f(z1,. ,Ti1) Vitly , Tn), (Z1) , Tn) € R™), 
t=1 
其 中 (zl ) Yi 一 1) 了 Zi 计 1 ,Tn),i 三 1,.…: ;1 是 n—1 元 函数 . 
3. 设 (&1,… ,én) 是 n 维 离散 型 随机 变量 , 而 其 分 布 函数 是 F(z1,… ,zn), &k 
只 取 ON lk 二 1,2,.…: 为 值 ， 试用 F 表 出 Pl(é&i1 = X11 ;én 一 Tnln )- 
4. 设 F(z) 是 概率 分 布 函数 , 试 证 对 任何 h 承 0, 函数 


1 z+h 
mo) = PO, 


1 +h 
0)= 示 | ,PO 
都 是 概率 分 布 函数 . 
5. 设 {ri1,72,……} 是 有 理 数 全 体 , 令 
F(z)= 5 去 


Tk<T 


试 证 : (x) 是 概率 分 布 函数 , 其 不 连续 点 集 为 {r1,72,……}. 
注 ”此 题 给 出 一 个 不 连续 点 在 RD 上 稠密 的 离散 型 分 布 函 数 的 例子 . . 
6. 已 知 4 是 Rm) 上 的 L-S 测度 , 试 构造 一 个 分 布 函数 F, 使 由 下 确定 的 测 
度 就 是 . (对 n = 2 的 情形 加 以 证 明 .) | 


82.4 ”独立 随机 变量 


现在 我 们 讨论 随机 变量 的 独立 性 ， 随 机 变量 独立 的 概念 是 概率 论 中 最 重要 的 
概念 之 一 . 


ns st ed lls ld sootl sh aes 


我 们 用 一 个 字母 表示 向 量 , 例如 : 用 表示 (&,… ,6)z 表示 (z1,.… ,zn),é < 
z 表示 ck <Ti k=1,...,n. 

定义 1 设 6G9 = (ta ,im,),t ET 是 概率 场 (0,ox, P) 上 的 实 随机 变量 族 
人 是 任意 指标 集 . 若 对 任意 的 正 整 数 1 {41,… ,tt1} C T 及 ztta) € Ron) gs = 1,...,1 
来 说 , 等 式 


1 
P(t) < pl), ed < zt)) = [I{ Pr(é® < zt:)) (1) 
s=1 
成 立 , 则 称 ,te 为 独立 的 随机 变量 族 . 若 T 是 可 数 集 , 即 了 = {1,2,…}, 则 称 
{(*)} 为 独立 随机 变量 序列 . 

车 总 = Hi ss=1… ,mz 是 复 随 机 变量 , 则 当 上 = (aa ,Vems, Ge， 
Gems)tE7T 独立 时 , 称 5,teT 为 独立 的 随机 变量 族 . 

性 质 1 ”随机 变量 族 £0,t eT 独立 的 充分 必要 条 件 是 它 的 任何 一 个 有 限 子 
集中 的 随机 变量 独立 . 

性 质 2 ” 设 随 机 变量 族 9,t eT 独立 , 若 将 它 分 成 一 些 不 相交 的 有 限 子 集 ， 
然后 将 每 一 有 限 子 集中 的 随机 变量 的 分 量 合 起 来 组 成 新 的 随机 变量 , 则 得 到 的 新 的 
随机 变量 族 仍然 独立 , 

由 于 性 质 1, 在 本 节余 下 部 分 只 讨论 有 限 个 随机 变量 独立 的 性 质 

应 用 81.6 独立 类 扩张 定理 得 到 

定理 1 设 ,k==1,.…,n 是 nn 个 实 ( 复 ) 随机 变量 , 则 63,k= 1,…,n 
独立 的 充分 必要 条 件 是 对 任何 B(™*) < Bm*) (BB4"™*)),k 二 1,… ,n, 有 


各 门 to € so] 三 TI Pee® € Bl™)). (2) 
k=1 k=1 
量 , 则 由 定义 1 知 随机 事件 类 

Cr = {{é( < zx} : zk) e Re™*)} 


(相应 地 : Ej = {{fE < z 的 } :ze RMA)}),k = 1,…,n 是 独立 的 . 容易 看 
出 这 一 事件 类 对 有 限 交 封闭 , 由 独立 类 扩张 定理 知 o(Ek),k = 1,… ,n 独立 , 再 由 
$2.2 性 质 3 知 


o(Ex) = {{E(D € Bm®)}: BI) € lm))}) 


(相应 地 : C(Gk) 一 {{E( [所 Blmx)} : Bmzx) E BD),k 1, i 
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由 独立 事件 类 的 定义 知 (2) 成 立 . 口 

由 事件 独立 的 直观 含义 及 定理 1 可 知 , 随机 变量 独立 的 直观 含义 是 : £(*),k = 
1,… ,n 各 自 取 任 何 范围 内 的 值 是 概率 无 关 的 . 

推论 1 设 随机 变量 £1,k = 1,… ,n 独立 , "是 上 的 部 分 分 量 组 成 的 
随机 变量 , 则 上 ,k= 1,… ,n 仍然 独立 . 

证 设 m/ 是 上 的 维 数 , 则 事件 {E69 € BGm4)},B(m%) e Blm%)( 当 E(k) 为 
复 随机 变量 时 相应 地 为 B84”™)) 必然 等 于 某 一 事件 {£0 中 € Bm*)}, Blm) € Blmx)( 相 
应 地 B84"*)), 因此 由 (2) 知 5 ,k= 1,… ,n 独立 . 口 

推论 2 车 上 ,KR = 1,…,n 是 m 个 独立 的 复 随 机 变量 , 则 上 的 实 部 作 
成 的 随机 变量 7 = (mp1,… ,mhms) 关 = 1,… ,mn 独立 , 而 其 虚 部 作成 的 随机 变量 
Ck) = (Cp ,Ckme) k= 1 ,n 也 独立 . 

推论 3 若 上 天 =1 独立 ,而 灰 (z), =1 和 是 m 个 Borel 可 
测 函 数 , 若 每 一 大 (9) 有 限 , 则 随机 变量 f(& 中 ),k = 1 ,n 独立 . 

证 ”由 于 

{fr(éW) € BE} = {0 € BE™), 

其 中 BW e 多 00( 或 当 fi 为 复 Borel 函数 时 BW e BD), 而 Be = f1(BLY) e 
多 (mm) (相应 地 BY"*)), 故 应 用 定理 1 即 得 


a N tee) e B09}) =P( Nn (ws Be 


-IIPEw e BE") = I Pre®) e By) 
k=1 k=1 
故 有 (8 四),k = 1,… ,n, 为 独立 随机 变量 . 口 
车 将 推论 3 中 的 函数 六 (z(9) 换 成 向 量 函数 , 则 推论 3 的 结论 仍然 成 立 . 请 读 
者 自 证 . 
例 1 若 5) ,6 独立 且 均匀 m 维 随机 变量 , 则 69 十.… 二 8" 与 
EC 独立 . 
若 令 和 = (ép1 ,Ekm),t = (t1,.… ,tm), 则 exp (Pent) 与 exp (: 
i= 


n—l mm 
(Pe)s) 独立 ; exp (et 二 1,…,n 独立 . 
k=1 


i=1 
下 面 给 出 随机 变量 独立 的 判别 条 件 . 为 了 书写 简单 ， 用 (£m,… ,9) 表示 
(£11, .7 ,Elim ,En1 ;énma)) 用 F(zD,... , ZT(")) 表示 它 的 分 布 函 数 . zx(*) 一 


oo 表示 Thre O07Tk 二 二 


mm 


l=1 
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定理 2 设 6 中,k 二 1,… ,n 是 % 个 独立 的 实 随 机 变量 , 则 (中 ,… ,0") 的 
分 布 函数 等 于 6) 的 分 布 函 数 的 乘积 . 反之 , 若 (中,… ,&")) 的 分 布 函数 


F(x), a , 2")) 2 TI 及 (zt) (3) 
天 一 1 
且 及 (co) =1, 则 ,k=1,…,n 独立 , 且 玉 (zc) 是 &() 的 分 布 函数 . 
证 ”定理 的 第 一 部 分 为 定义 条 件 (1) 的 直接 推论 , 今 证 定理 的 第 二 部 分 . 
及 及 (co)=1 知 


F(00,:.. ,00, 2(®),00,... ,00) = Fx (2.®)). 


故 上 9 的 分 布 函数 为 F(z 中 ). 其 次 , 对 任意 加，… ,有 (1 < n) 及 zr) e Rmer,r 二 
1,… ,4, 在 (3) 中 令 z 一 o0,k 关 7, 即 得 


P (é&(%1) < ZK1),... ,E(k1) < zk)) 


= k 
一 下 (oo,…， ,00, 2 1) oo, , 00, T(KL), oo , 00) 


1 
一 (ze 及 (zeD) = II PECer) < ze))， 
7 一 1 


此 即 (1) 式 . 故 知 £9,k = 1,… ,n 独立 . 口 
我 们 还 可 以 将 定理 的 第 二 部 分 加 强 一 点 成 为 
推论 4 设 &9,k==1,.…,n 是 nn 个 多 维 实 随机 变量 , 车 有 个 函数 Gi(z%*)) 
使 得 (£0 ,… ,oo) 的 分 布 函数 


n 
F(x), 人 Z(n)) 一 II Gx (zx)), (4) 
k=1 


则 上 大 = 1 … 和 独立 , 且 lim Gk(z 中 ) = Gk(co) 存在 , Gk(co) 关 0 而 上 的 
分 布 函数 为 Ge(zto)/G(4O(oo). 证 明 留 给 读者 . 
这 个 推论 在 验证 随机 变量 的 独立 性 时 比 定理 2 方便 , 因为 它 不 需要 验证 Gk 09=1. 
定理 3 设 ,= 1,… ,n 是 离散 型 ( 实 或 复 ) 随机 变量 , 且 上 只 取 
{2 名 }(z 扣 < Rome 或 (mo) 中 的 值 , 令 


P(e = zk)) = p(t),s I 次 当 


则 上 = 1,.… 独立 的 充分 必要 条 件 是 
PEO = 0 ,9 = a) = TI 加 
k=1 
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对 一 切 s1,… ,sn 成 立 . 

证 ji 若 扣 0 = 1 ,7 独立, 由 于 单元 素 集 是 Borel 集 , 故 由 定理 1 知 (5) 
式 成 立 . 条 件 的 必要 性 获 证 . 

ii) 若 (5) 式 成 立 , 则 对 任何 B(ma) € Bm*) (或 B84), 忆 = 1… ,nn 


a NN{é® es BO)} -人 N : 2, {1= 9})) 


k=1 zd) EB(mk) 


sa 


-=P( 3 [= 


zeEB(m1) rEB(mn) 
= >》， > P(é(Y 三 rz), i ,En) 二 2Z(m)) 


z 亿 ) EB(m1) rz) EB(mn) 


-区 DI 


zeBim) vl eB(mn) k=1 


| ( > 0 ) = TEEs): 
k=1 z\*) EB(mk) k=1 
故 由 定理 1 知 ,k= 1,… ,n 独立 . 条 件 的 充分 性 获 证 . 口 
例 2 车 (&1,… ,1) 是 具有 参数 Xi … ,入 的 7 维 Poisson 分 布 的 随机 变量 ， 
则 & ,… ,名 独立 , 且 &1 为 具有 参数 Xx 的 Poisson 分 布 的 随机 变量 . 
事实 上 , 由 $2.1 例 6 知 


A i rT 
Tem op DD 
o<mi<zl 0gmr<zr 工 人 


机 
( -mx 习 和 ) 
em i i . 
mg! 

k=1 Og<mk<rk ; 


车 有 一 zk < 0, 第 二 等 式 两 端 缘 理解 为 零 . 令 





> 立 MA” 
Fr (Tk) = 
mx! 
0O0<mk<Ik 
oo mk 
lim F(zk) = ex 》 me eM=1. 
ZK 一 Oo m=0 mex! 
一 


故 由 定理 2 知 避 ,…. ,& 独立 , 且 &1 的 分 布 函数 为 本 (Zk),k 1,… ,7. 故 & 为 具 
有 参数 Xx 的 Poisson 分 布 的 随机 变量 . 
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习题 及 补充 


1. 证 明 例 1. 

2. 证 明 推论 4. 

3. 将 独立 随机 变量 族 的 概念 按 下 述 定义 推广 成 独立 可 测 映射 族 . 

定义 ” 设 人 是 任 一 指标 集 , (2, .x, 卫 ) 是 一 概率 场 , 对 每 一 te T,él?) 是 (8, 7) 
到 可 测 空间 (Xi, 多,) 的 可 测 映 射 , 若 对 任意 的 正 整 数 1, {t1,… , 妇 } CT 及 任意 的 
Be € Bi,k= 二 1,.…,l 都 有 


Ll il 
总 门人 ee e Bu = JI] P(E e Bo)， 
k=1 k=1 


则 称 {# 趾 ,te 全} 为 独立 可 测 映射 族 . 

i) 试 就 每 一 £0,t eT 都 是 随机 变量 的 情形 说 明 此 定义 与 定义 1 的 关系 . 

ii) 试 推广 推论 3 的 结论 并 加 以 证 明 . 

4. 若 上 = 1,… 独立 ,上 是 my 维 随机 变量 ,fp 是 Rm 到 Rm 的 
Borel 可 测 向 量 函 数 , 即 


了 一 (有 fA®),.. “ ,RD )， 


试 证 fH (EKR)), k = 1,… ,n 仍 独立 . 


32.5 ”随机 变量 序列 的 收敛 性 


本 节 的 目的 是 介绍 随机 变量 序列 的 几乎 必然 收敛 、 概 率 收敛 和 分 布 律 收敛 的 
定义 、 基本 性 质 以 及 它们 之 间 的 关系 . 而 随机 变量 序列 的 几乎 必然 收敛 、 概 率 收敛 
分 别 是 一 般 测度 空间 上 可 测 函 数 序列 的 几乎 处 处 收敛 、 测 度 收 敛 的 特殊 情形 . 所 以 
我 们 在 一 般 测度 空间 上 讨论 可 测 函 数 序 列 的 这 两 种 收敛 性 . 


2.5.1 ”几乎 处 处 收敛 


设 (0, 以 ,n) 是 一 个 测度 空间 , 如 果 一 个 定义 或 一 种 关系 除 掉 一 个 测度 为 零 的 
集 N 外 处 处 成 立 , 我 们 就 称 为 关于 jx 几乎 处 处 成 立 , 记 作 jj 一 a.e. 或 a.e., 称 NN 
为 例外 集 . 

这 一 节 我 们 约定 所 有 的 可 测 函数 都 是 一 个 任意 给 定 的 测度 空间 (2, oz,Aw) 上 的 
几乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 . 所 有 “几乎 处 处 ”都 理解 为 关于 /几乎 处 处 , 所 有 的 a.e. 
都 理解 为 ja.e. 


82.5 ”随机 变量 序列 的 收敛 性 . 113 . 


定义 1 设 { 扩 } 是 一 可 测 函 数 序列 , /是 可 测 函 数 , 若 存在 V c .expN) =- 0， 
使 得 对 于 每 一 we Ne 有 
fr(w) = (2), (n= 0%) 
则 称 {f} 几 乎 处 处 收敛 于 f, 记 作 
ff. 
如 果 对 于 每 一 we Ne， 
fn(w) — fm(w) = 0, (m,n a 00) 
则 称 {f%.} 几乎 处 处 相互 收敛 , 记 作 
fm fn 2 0. 

由 定义 容易 看 出 , {f} 几乎 处 处 相互 收敛 , 也 可 以 利用 下 述 形式 来 叙述 : 对 每 

一 we Ne 对 正 整 数 v 一 致 地 有 
fn+v(w) — fn(w) = 0(n 一 oo)， 
或 记 作 
fntv ee fn 0 (对 v 一 致 )”. 


性 质 1 车 户 22 记 { 记 是 { 户 } 的 任 一 子 序列 , 则 fn 一 了. 
性 质 2 车 记 > 所 1, 则 f= /Pae. 这 就 是 说 ,几乎 处 处 收敛 的 极限 
函数 是 几乎 唯一 的 . 
证 ”由 假定 , 存在 N, N' e ,uy(N) = AN') =0, 使 
fr(w) = fo)， 当 we Men 一 ooh， 
fnr(w) 一 f'(w), 当 w € NS, (mn 一 00). 
因此 , 利用 数 序列 极限 的 唯一 性 , 当 we Nen Ne 时 , f(w) = f(w), 即 {ff} c 
NUN', 但 
nu(f #1)< uNUN)=0, 
即 f= f'a.e. 
性 质 3 若 所 fg9n = fn,a.6.,9 = f,ae., 则 gn 9. 
Q 为 了 简单 起 见 , 今后 在 不 致 混淆 的 情况 下 , 将 “对 v 一 致 ”省 略 ! 
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证 ”由 所 =f 知 存 在 Me.xy,n(M)=0, 使 
fr(w) 一 flw), Mw e M°,n 一 co 时 . 


设 Mo = {f #9}, Mn = {fn A# gn}, 则 Mn € x By(Mn,)= 0,n= 0,1,2,.…. 令 
N=Mu( U Mn), 则 Ne of 且 1(N) =0. 对 于 每 -we Ne= MN( | ms), 
nD n=0 


gn(w) = fn(w) = fw) = 9), 一 co) 


即 qn 一 9， 

如 果 我 们 在 一 切 (2, oz, 由 可 测 函 数 类 上 定义 一 个 等 价 关系 0, 即 若 f = f',a.e.， 
则 f ~ f', 按 这 种 等 价 关系 将 可 测 函 数 分 类 , 则 由 性 质 2, 3 知 几乎 处 处 收敛 性 是 等 
价 类 序列 向 一 等 价 类 的 收敛 性 . 换言之 , 一 提 到 a.e. 收敛 性 , 则 此 序列 中 各 个 函数 
及 其 极限 函数 均 可 在 几乎 相等 的 条 件 下 任意 改变 , 特别 可 以 把 一 个 ae. 有 限 的 函 
数 换 成 有 限 函 数 ，( 我 们 还 特别 指出 可 以 把 a.e. 可 测 函 数 /一 即 存在 零 测 集 N 
使 fx。 可 测 , 换 成 一 个 可 测 函 数 .) 这 样 的 改换 不 会 破坏 几乎 处 处 收敛 性 . 

性 质 4 车 ji 一 大 = 4.…,m),G(z1… ,zm) 是 Rn)( 或 2m) 上 的 
连续 函数 , 则 


G(F J) , fm). 
特别 车 f, 一 了 ,gn 一 >g, 则 
ntgn—f +g; 
A ay 


cfn = cf(c 是 任意 有 限 常 数 ); 


IF 一 1 
进一步 若 {gn 二 0}, {9 二 0} 皆 为 零 测 集 ， 令 gn 二 gnX(gn#0) + X(gn,=0),9 = gX(g#0) 十 
X(g=0); 则 
及 /多 一 /9 
利用 数 序列 收敛 的 Cauchy 准则 , 得 到 下 面 的 a.e. 收敛 准则 (特别 注意 在 这 一 
节 中 我 们 限定 所 有 的 函数 都 是 ae. 有 限 的 ). 


@ 若 集 9 的 某 些 元 素 间 建 立 一 个 关系 “~ ” 它 具 有 性 质 : 反 身 性 (对 任何 z € S, zx ~ z)、 传 递 性 (车 
zwobgwv2 则 zwz) 及 对 称 性 ( 若 z ~ y, 则 y ~ z), 则 称 此 关系 为 等 价 关系 (参看 [23]). 
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定理 1 万 22( 某 一 )f(n -oo) 的 充分 必要 条 件 是 f% 一 20(m,n 一 00). 

证 ”利用 性 质 3, 不 妨 假设 fi.,f 皆 有 限 , 则 存在 We oY,j(N) = 0, 当 we N° 
时 到 (w) 一 了 (w), 利用 Cauchy 准则 , fw) 一 所 (w) 一 0myn 一 00), 即 -所 和 0. 

反之 , 车 f - fi = 0, 则 存在 一 M € ,4(M) =0, 当 we M° 时 , fn(w) 一 
万 (w) 一 0(m,n 一 00), 根据 Cauchy 准则 , 存在 一 个 有 限 数 au, 使 


fn(w) 一 ou (n 一 co). 


Quw， wEMS, 
n\wW) 一 
fn(%) wEM. 


则 
六 
且 f 是 一 有 限 可 测 函 数 . f 的 可 测 性 是 由 于 {fxw。} 是 可 测 函 数 序列 , 且 对 一 切 
we, 中 有 
户 (w)Xwe(w) 一 jw)， 一 ooh， 

即 f 是 可 测 函 数 序列 的 极限 , 因而 可 测 . 口 

有 限 值 可 测 函 数 序列 几乎 处 处 收敛 到 有 限 值 可 测 函 数 是 我 们 最 关心 的 问题 . 为 
了 给 出 它 的 判别 条 件 , 我 们 首先 考虑 可 测 函 数 序 列 的 收敛 域 . 以 下 假定 fi,, f 均 为 
有 限 可 测 函 数 . 

根据 数列 极限 的 定义 , 容易 得 出 下 列 收敛 域 的 表示 式 ; 


{fr =f}= [UU {fr -fl<e} 


E>0n=l1 v=1 


3 Ls 上 
k=1 n=l1 v=1 
其 中 ek 一 0(k 一 co). 由 后 一 等 式 看 出 , {f} 的 收敛 域 {f, 一 了 } 是 由 可 数 个 可 测 
集 {|fn+v_f| < ek} 通过 交 和 并 的 运算 得 出 的 , 因而 是 可 测 集 . 


{fapf}= UN Ut{lfrr -fl 2} 


e>0n=1v=1 (1) 


> 人 UL fl 之 ek}. 
k nv 
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类 似 地 , 可 以 得 出 下 列 二 式 ; 
{frrv — fn = 0}= 门 同和 UP — fn| <e} 


E>0 nn v 


= Uff — fi < ek}; (2) 


k nv 


{frrtv ~ fn0}= U (NU{lfnrs — fn| > e} 


E>0 nv (2) 


= NU{fnr — fnl 2 et 


k nv 
由 此 可 见 ， {fn 一 人 f}, {fnpf}, {fntv ee fn = 0}, {fntv fn0} 都 是 可 测 集 ， 
因而 f 一 f 的 充分 必要 条 件 是 


(fnpf) = 0,(n— 00). 
而 fnrv -fh 0 的 充分 必要 条 件 是 
Lfntrv — fnp0)=0, (一 co). 


更 进一步 由 此 可 得 出 下 面 关 于 有 限 可 测 函 数 序 列 几乎 处 处 收敛 到 有 限 可 测 函 数 及 
有 限 可 测 函 数 序列 几乎 处 处 相互 收敛 的 判别 条 件 . 

定理 2 设 f, fn,n >1 都 是 有 限 可 测 函 数 . 

i) ff 当 且 仅 当 对 于 任 一 e > 0， 


(NU -fl26}) -0 
特别 当 /是 有 限 测度 时 , f 一 当 且 仅 当 对 于 任 一 。 > 0， 
(Uti -fl26)) 20 (n= 00) 
说 fv 一 所 一 0 当 且 仅 当 对 于 任 一 >0 
(MU -Al> 叶 ) -0 
特别 当 是 有 限 测度 时 ,jjv fn 一 ;0 当 且 仅 当 对 于 任 一 e > 0， 
(Ut -fl2 0}) 一 0 一 oo 
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证 ”我 们 只 证 i 让). i) 的 证 明 完 全 类 似 . 


当 所 一 了 时 
(MU |fntv 3 f| 之 = <c 人 ( Uj 所 Us 一 f| 之 4) 
nyv E>0 7 vr 
=p(fnpf)=0. 
这 就 证 明了 条 件 的 必要 性 


反之 , 假定 对 任 一 。 > oz 人 (nds _f|> 4)) = 0, 任 取 一 收敛 于 零 的 正 
数 序 列 {ek}, 可 得 


es s( VNU _ 川 > cb ) 
kn v 
< NU ten) =0 
k nv 


即 ff. 这 就 证 明了 条 件 的 充分 性 . 
注意 到 4。 = Uf{|fnjw - f| > e},n > 1 是 一 不 增 的 集 序列 , 当 /是 有 限 测度 


时 , 利用 测度 的 上 连续 性 ， 
Ht ( 站 入 和 im H(An). 


由 此 即 得 在 y 是 有 限 测度 情况 下 户 = 的 判别 条 件 . 口 

从 上 面 的 证 明 中 可 以 看 出 , 为 了 保证 户 一 , f, 只 要 对 某 一 收敛 于 零 的 正 数 序 
列 {er},x( NU{fnr — f| > er} ) =0 就 够 了 . 

设 (2, xx P) 是 概率 场 ,6,6 n > 1, 是 这 一 概率 场 上 的 随机 变量 , 以 上 对 于 几 
乎 处 处 收敛 的 讨论 都 适用 于 &, {&%}， 为 了 更 切合 概率 的 实际 意义 , 当 所 一 时 ， 
通常 代替 “tf,。 几乎 处 处 收敛 于 &” 而 称 为 “几乎 必然 收敛 于 印记 作 6 一 
(当然 此 处 的 “几乎 处 处 ”和 “几乎 必然 都 是 关于 PP 的.) 

由 于 随机 变量 是 有 限 值 可 测 函 数 , 概率 是 有 限 测度 , 所 以 随机 变量 序列 {&%} 几 
乎 必然 收敛 于 某 一 随机 变量 上 当 且 仅 当下 列 条 件 之 一 成 立 ; 


人 (NU -él> 可 ) 二 0( 对 任 一 e > 0); 


P( Ul 一 和 引 之 9)) 一 0( 对 任 一 e > 0, 当 n 一 00); 
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P(mUtes | én| 之 9 一 0( 对 任 一 < > 0); 


P(Utle -én| 之 9 一 0( 对 任 一 e > 0, 当 n 一 co); 


2.5.2 ” 依 测 度 收 敛 


设 (2, oz, 由 是 任 一 给 定 的 测度 空间 , 如 无 特别 声明 , 以 下 所 说 的 可 测 函数 都 
是 这 一 测度 空间 上 的 可 测 函 数 . 
定义 2 ” 设 { 户 } 是 有 限 可 测 函数 序列 , f 是 可 测 函 数 . 如 果 对 任意 e > 0 


p({|fn Ey f| 之 e}) 0， (n 二 人 oo)， 
则 称 序列 f,, 依 测度 jx 收敛 于 Ff, 记 作 
A 


如 果 对 于 任意 s > 0， 
A({|fntv — fr| > 2)) 一 0, ( 当 m 一 六 co 时 , 对 v 一 致 ); 
则 称 序 列 7。 依 测度 相互 收敛 , 记 作 


En 
fnrv fn—0. 


由 定义 容易 看 出 依 测 度 收敛 的 极限 函数 是 几乎 处 处 有 限 的 , 即 车 ff, 则 
fa.e. 有 限 . 事实 上 , 由 定义 六 有 限 , 因此 当 f(w) = 土 oo 时 , |f(w) - f(w)| = oo， 


pu({f = +00}) =p({lfn ~ f| = coh 
<p({lfn = fl 2 8}) — 0. 

即 f, a.e. 有 限 . 

测度 收敛 具有 同 普通 收敛 性 相 类 似 的 性 质 . 

性 质 5 车 所 玫 了 {及 } 为 {所 } 的 任 一 子 序列 , 则 太一 上 

性 质 6 车 所 一 ;了 所 一 了, 则 f= f', a.e., 即 依 测度 收 化 的 极限 函数 是 几 
乎 唯一 的 . 

证 {ff <c {f= +o0}U {f= +o0}U (5 {= f'|> 让 ) 由 于 依 测 
度 收敛 的 极限 函数 是 a.e. 有 限 的 , 因而 和 


uA({f =+00)) = AH = +00)) =0. 


A 


而 由 I 知 对 任意 s > 0， 
二 证 二 天 有 <o 人 -用 引 


HA> 引 -0 


即 jy(|f — f'|> e) 一 0 故 得 jy({f 关 f=0, 即 f= /ae 口 
性 质 7 若 所 一 fgn = fn(a.e.),g = f,(a.e), 则 gn 一 09. 
证 ”由 假设 , 对 任意 s > 0， 


p{lfn ~ fl 2e} = 0(n 一 oo) 


令 Ns 二 {gsjN={g 关 /} 则 JNs) =pN)=0, 取 M=NU ( D 六)， 
则 4u(M)=0, 在 M° 上 f= gn,f =9, 于 是 
{lgn — 9| > e}= ({|lgn — 9| > e} NM) 


U({lgn —g9| 2 e}N M) Cc{lf -fz2e}uM. 


因而 
HA({lg — 9| > e}) < p({|fn ~ fl 2e})+u(M)— 0, 
即 pg: 口 
由 于 依 测度 收敛 的 极限 函数 是 ae 有 限 的 , 再 由 性 质 7, 我 们 可 以 假定 依 测度 
收敛 的 极限 函数 (如 果 存 在 ) 是 有 限 的 . 


和 a.e. 收敛 一 样 , 我 们 可 以 研究 依 测度 收敛 的 运算 性 质 , 为 此 , 我 们 证 明 下 列 
定理 及 推论 . 

定理 3” 设 g(z1,… ,zm) 是 定义 在 Rm (或 2(") 中 某 一 子 集 D 上 的 一 致 连 
续 函 数 , ffi,k = 1,… ,m 是 (0,f) 上 的 可 测 函 数 , 对 一 切 w e 1 (站 (wo)…， 
fw)) e D,(ho ,fn(w)) ED, fs fe,k = 1 ,mm, 则 


g(f0™,... ,0) 一 9( 方 …. , fm)- 
证 ”只 要 证 明 任 给 e > 0,5 > 0, 存在 no(e,6), 当 n > no 时 ， 
pA{lg(f ,7 ,FD) — gf, fm)| 2 6}) < 6 


由 于 9(zZ1 , Tm) 在 D 上 一 致 连续 ， 故 存在 eil(e), 当 (X14, 人 E 也， (zZ1) ) 
zm) ED HB | — zk| < El 天 二 1 ,m 时 


|g(z1 , Th) 一 9(Z1 , Tm)| <&, 
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由 于 f(®) fr,k = 1,… ,m, 故 对 el(e) > 0 二 > 0, 存在 w(e,5) > 0, 当 n > ny 
时 ， 
() | > i 
Lfi fr| > 61) < 万 ， 1 ,mm. 


令 no= max {ng}), 当 n>no 时 


,De, 
p({l9(f1™), ,fH) — gf , fm)| > e}) 
ss( Ut -fl>e)) 
< = 
于 是 有 


g(f™, ,FD) sg9(f ,fn), (人 一 co). 


推论 1 车 所 一 fgn 一 9); 则 所 土 gn 一 f 土 g. 

证 设 g(z1,72) = 7X1i 土 Y2,D = RQ?)( 或 29)), 9 在 D 上 一 致 连续 , 故此 推论 
成 立 . 

定理 4 设 / 是 (2,sz) 上 的 有 限 测度 , ff,k = 1 ,mn = 1,2,… 
是 其 上 可 测 函 数 且 ("一 ;fi,k = 1,…,m. 车 g 是 Rm( 或 2Z(m) 中 开 集 DD 
上 的 连续 函数 , 且 对 一 切 we 1 及 n= 1,2,… ,9(w) 人 (fw), ,fH (w)) € 
D, f(w) Efi(w),. ,fm(w)) € D, 


gj ,DO) -一 9( 及 ， , fm), (nn oo). 


证 取 
1 
Dw = 人 E Rom : d(0,z) < N, d(x, D°) > 二 


其 中 0 表示 RO 中 (或 Z(") 中 的 原点 (0,… ,0). d(z,y) 表示 Rom)( 或 Zom) 中 的 
距离 , d(z, D°) < 这. d(z, 切 . 而 dlz,g) 全 oo. 显然 Dy 是 非 降 的 有 界 闭 集 序列 ; 且 


U Dw = 了 
Nl 
首先 , 由 于 DD\Dw | G, 故 
f(D)= to: fw) ee D\DN} 1 %. 


@ 关于 开 集 的 概念 见 本 书 第 6 章 6.3.1. 
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由 4 是 有 限 测 度 知 , 任 给 6 > 0, 存在 N(5), 使 
AP (DS%)) 交 3 


其 次 ,由 于 9 在 有 界 闭 集 Dw+l 上 一 致 连续 ， 故 对 任意 给 定 的 = > 0 , 存 
在 el(N(6),e), 当 | 鸣 一 zh < EU 一 17p2 = (vi), Th) E DDNrzZ = 
(ZT1,: A , Tm) E DN+1 时 有 
|9(z) ~ g(7)| < <. 
任 给 6 > 0， 存在 zeDn,ye Di 使 


d(DN， DA+1) > dl(z, y) > 


车 d(0,y) > N+lL 则 dzy) > d(y,0) 一 d(z,0) > 1; 车 d(0,y) < N+1, 则 


D° # Gd, Dec) < WT Ot Ni’ 从 而 d(x,y) > 
Bd 六 二 NTT 再 由 51 的 任意 性 得 
d(DN, DN+1) > Ny 
ee 1 
=min fo -RN 
就 有 


{lg(f™) — g(f)| > 可 jc (Uts fl fl > eol) Uf-1(D%). 


事实 上 , 车 
og UI fe" — fr| 2 e0} Uf-1(D%), 


则 
we MN- fr| < sojn 广 !(Dw)， 
则 
flw) e Dy Cc Dun Yo) ~ fel) < me? 
< (Dw, Da), 
则 


fw) Ee DnnlIf™ (w) — fi(w)| < 0 < e1 
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天 一 1 ,m, 
则 
|g(f™(w)) -oo))<e， 
则 
wg {lg(f™) — g(f)| > e}. 
于 是 , 选 no(e0, 6), 使 对 一 切 大 = 1,…,m, 当 n > no 时 ， 


Fn > 6 
4(|fr .— fel 280) < Ds 


从 而 使 
Mg) — g(fi, ,fn)| > 6) 
< pf fil ze0) + p(f -1DN)) < 
k=1 

此 即 


g(f 0™, WP AD Pa (mn 一 co)， 口 
推论 2 车 4 为 有 限 测度 , /一 , fi,(n 一 00),k=1,…,m,R(z1,:… ,zm) = 


E29, PQ 是 多 项 式 , 目 对 一 切 n>1 及 we 0,QCC ,1 (o) 


0, (fi, 0) fn)) #0, 则 RF ,AD) os ROFL, fi). 

证 令 

D= {zr€R™ :Q(z) #0), 

( 当 f( 中 ,fi 为 复 可 测 函 数 时 以 Z(m) 代替 Rom), 则 DD 是 Rm(2Z(m)) 中 的 开 集 . 而 
R(xz) 是 D 上 的 连续 函数 , 从 而 由 定理 4 知 结论 成 立 . 口 

下 面 的 定理 是 说 明 几 乎 处 处 收敛 与 测度 收敛 之 间 的 联系 . 

定理 5 。 设 { 思 } 是 有 限 可 测 函 数 序列 

i) 如 果 广 二 用 则 存在 { 户 } 的 子 序列 {fs。} 使 如。 一 上 

让 如 果 所 tv 一 所 一 0, 则 存在 {所 } 的 一 个 子 序列 {f4.}, fn 一 ( 某 一 ) 月 
fnk— Ff. 

” 志 ) 当 yp 是 有 限 测度 , 如 果 所 富 则 所 一 了. 
证 i 因为 和 一 ,f, 对 于 任 一 e>0， 


A(|fn — | > é) 一 0， 
所 以 对 于 每 一 正 整数 , 存在 一 个 ni, 使 得 当 n > nx 时 ， 


(大 - 有 > 去 ) < 记 


可 以 假设 NI<N2 < <Nk 广 …， 于 是 fi frrsk 二 1 2 是 {fn} 的 一 个 子 
序列 , 根据 它 的 取 法 
p(| 扩 -fl> 闯 ) < 志 ， 
这 个 子 序列 就 几乎 处 处 收敛 于 /. 事实 上 , 对 于 任意 的 。 > 0， 
s( NU 1120)) 
kv 
<h( Uhrw 一 1> 时) 对 于 每 一 个 和 


S {kor -fl>e}) 
< 2 (人 可 > er }) (对 充分 大 的 ho, 去 ; 2m <=) 


< 
由 于 上 式 对 一 切 充分 大 的 ko 都 成 立 , 所 以 
x(mUdsv -yl>e)=o 
k v 
依据 几乎 处 处 收敛 的 判别 条 件 即 知 


ff Sf). 


ii) 由 于 f4w 一 ;一 >0, 故 对 于 任意 es > 0， 
AlJn+v — fn|>2e})) Oo 0,(n 一 oo 时 对 z 一 致 成 立 ). 
因此 , 对 于 每 一 正 整数 k, 存在 一 个 wk, 使 得 


1 
ps( {lor — fn| < 交 }) < 未 忆 >> 之 nk,v 过 1 


可 以 假定 m < nz,<…<ne<… ,车 令 f= fn(k= 1,2,…)， 
则 { 太 } 是 {f;} 的 子 序列 , 由 于 { 碎 } 的 取 法 , 有 


(人 Ne- 向 > 志 }) < 去 上 > bz>1 
我 们 证 明 这 一 子 序列 几乎 处 处 收敛 于 菜 一 f, 为 此 令 
妈 = {fin 一 州 > 亦 )， 刀 =U 入 


i>k 
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显然 ， 
HA(4k) < 2k? 4(B:) < 》 HA(4I) < Dk—1) 
Il>k 





对 于 任 一 给 定 的 = > 0, 当 充分 大 时 , 可 使 AT < e, 这 时 
ff 一 大 关 ec Br, v= 1,2,.…,， 
因而 ， 
Us 一 前 >ec Bs, 当 4 充分 大 ( 了 < 9 
包含 关系 U{|j， - 用 | > e} C Bs, 当 k 充分 大 时 成 立 , 是 因为 : 车 w g Bi 则 
w 4 Ai(l > 有. 于 是 
Ms 一 天 ES< Ha — FA + fr (0) 
一 大 HiCw)| 二 | 太 (w) 2 fhrv_1()| 
1 


1 
入 对 十 了 HT 十 和 了 CT<e， 


即 忆 ff44 一 拓 > e}. 由 此 知 


(NU A>)) <s( Ut -fl2)) 


1 
< p(Bx) < DT 





对 一 切 充 分 大 的 成 立 . 因而 
(NU —ft|> 9 = 0, 对 任 一 e > 0 成 立 . 
k v 
故 大 ,一 此 区 0, 根据 定理 1, 存在 有 限 可 测 函 数 f, 使 太一 f( 即 万 一 了). 
现在 证 明 成 -一 让 


已 知 太一 了 , 存在 N e wp(N) = 0, 使 得 当 w e Ne 时 , 大 (wo) 一 f(w)(k 一 
oo). 同时 , 对 于 任 一 es > 0， 当 we BE < 时 


| Frv(w) 到 fr(w)| <E,， UV 之 1, 
所 以 当 w e Be nNe 时 , 由 上 面 的 两 个 关系 式 , 令 > 一 co, 得 
|f(w) — fr(w)| < &, 


0 





即 
{|f 一 碎 | < e} 2 B8nNe， (k 充 分 大 ) 
即 
{|f — fi|>e}C BeUN. 
因此 ， 
pl{lf — fil 2 6) < p(Br) + HN) < Bi 0 (k= 00). 
即 矿 一/ 


证 ) 假定 f > f, 当 py 有 限时 , 利用 定理 2 i). 


{on -Hl2eD) < a( Uffl20}) 一 0 


故 知 太一 了 
最 后 , 我 们 给 出 测度 收敛 的 判定 准则 . 
定理 6。 ;一 ,( 某 一 )f 的 充分 必要 条 件 是 f+ 一 万全 0( 对 一致) 
证 设 记 -一刻 则 由 于 对 任意 s > 0， 


EP RE A Sa <s( {fs = 
te({Ih -fl>2}), 


A({|fnrv -fn| 22) 一 0( 当 m 一 co, 对 v 一 致 )， 


ye (对 v 一 致 ) 


反之 , 如 果 摊 4 一 所 一 0(n -co 对 vv 一致), 则 由 定理 5i), 存在 一 个 子 序 
列 {所 ,} 及 一 有 限 可 测 函数 f, 使 得 fo 一 f, 则 


Af fol2eD <u( {1 -fl 2}) 
He 人 zs 各 > 外) 
在 上 式 中 取 nk > mw 令 n 一 co, 即 得 
pl{lf — fol 2) =0, 
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即 ff(n 一 oo). 

特别 , 当 测度 六 是 概率 时 , 依 测度 收敛 的 概念 就 成 为 依 概率 收敛 的 概念 . 本 节 
的 结论 对 于 依 概率 收敛 自然 都 适用 . 此 外 , 如 在 定义 2 中 将 { 户 } 有 限 改 为 ae. 有 
限 , 一 切 结论 仍然 成 立 . 


2.5.3 ”分布 律 收敛 


定义 3 ” 设 随机 变量 6 的 分 布 函数 是 五,,n = 1,2,.… , 随机 变量 的 分 布 函 
数 是 严 , 车 对 F 的 每 一 连续 点 zo 来 说 , 局 ,(zo) -FF(zo), 则 称 5 的 分 布 律 收敛 于 
& 的 分 布 律 , 记 作 F, 二 下 或 205) 一 (6) 

注意 , 在 现在 的 情况 下 , 自然 有 玉 ,(+00) 一 F(+o00), Fn(--00) 一 了 (00). 

现在 我 们 讨论 依 分 布 律 收敛 性 及 与 其 他 收敛 性 之 间 的 关系 

定理 7 如 果 6 一 ?6, 则 (6) 一 .2(6), 即 


六 3 庆 
证 ”需要 证 明 对 于 F 的 每 一 连续 点 z， 
F(z) — F(x). 
首先 , 对 于 任意 zx/ > z， 
{én <2}= {én <z,€ <T}+ {én < ,E>7} 


C{é<zr}Ut{ét, él27 -72)}, 


取 概 率 得 
Fn(7) < F(x’)+ P({lén — €| > 7 一 zh)， 


由 于 名 一 6z 一 z> 0, 故 Pd 和 一 引 > 才 一 oz) 一 0, 因 而 

im F(z) 私下 (z/). 
再 令 z' 一 z, 注意 到 z 是 下 的 连续 点 , 得 出 

lim F(z) < F(z). (3) 
类 似 地 , 对 于 任意 z” < zx, 有 


{€<z}C {én <rZ}U {én —é >7— 2}, 
F(x") < Fn(z) + P({lé» — €| > 7 — 7")}), 
F(z") < Em Fn(7), 


关机 光 汪 放风 的 K 全 人 。， 


Flz) < lm F(z). (4) 
由 (3) 和 (4) 知 , 对 于 下 的 每 一 连续 点 z， 
im F(z) = F(z). 口 


推论 3 已 二 (常数 ) 当 且 仅 当 2(&%) 一 .2(a), 即 及 全 已 其 中 


0, za, 
1, zrz>a. 


F(z) = { 
证 “根据 定理 7, 当 6& 一 ,a 时 , 显然 有 .Z(&) 一 .2(a), 反之 , 假定 2 (6n) 一 
(a), 则 对 任 一 s > 0， 
P({lén —al>e})=P({én & a—e})+P({én >a+ch) 
<P({& <a 一 引 ) +1—P({én <a+sh). 
= Fe, ("- 3 +1— Fe,(a+e)—= 0. 


用 定理 7 的 论证 方法 , 可 以 得 到 

定理 8 ”如果 名 -总 一 0 且 22( 的 一 2 则 26) = 28). 

定理 9(Cnymen)， 如 果 2(6) 一 2(69,2(m) 一 20 则 2( 人 二 加 ) 一 
-06+oa). 


证 “由 推论 3 知 .2(0) -2(a] 等 价 于 加 一 a 再 由 
(én 十 7n) (én +a) 0 
及 .(&) 一 .2(9, 经 过 简单 的 推理 可 得 
L(tn +a) = L(+a). 
于 是 由 定理 8 即 知 
L(én + Tn) = LE + a). 
关于 分 布 律 收敛 的 进一步 结果 将 要 在 第 6 章 讨论 . 
习题 及 补充 


1. 若 测 度 yj 有 限 , 则 对 给 定 的 有 限 可 测 函 数 f 和 任 一 s > 0, 存在 集合 4, 使 
H(4) < s, 并 且 Ff 在 4° 上 有 界 . 
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定义 称 访 在 集 4 上 一 致 收敛 向 f, 如 果 对 一 切 we 4, 存在 no, 当 n> no 


时 
[0) -11 < 着 fo < oo 
foal) < 一， 车 f(w) = -oo， 
fl) > = 车 fw) = +oc. 


2. 者 在 9 上 ff 则 万 2 广 但 未 必 有 所 一 f， 试 举例 说 明 (不 假定 
fa.e. 有 限 ). 

定义 ”如 果 对 任 一 。 > 0 存在 集 4 MA) < < 并 且 在 4e 上 刻下 7 便 称 序 
列 户 几乎 一 致 收敛 于 f, 记 作 f 2 /. 

3. 设 几 , fa.e. 有 限 , 试 证 : 

) 著 所 一 f 则 所 汪 /; 

i 车 户 上, 则 存在 子 序列 万 2 了 

4. 车 有 限 , 则 f= 了 蕴含 ff 

5. 车 是 oc- 有 限 测度 , 如, 有限, 户 一 户 则 存在 N,p(N) = 0 存在 4j,7 = 


1,2,… 两 两 不 交 , 使 Ne = 》 ) 4j, 且 在 每 一 4 上 所 一 了.(N, 4y,j 一 1,2,… 四 


为 测度 空间 上 的 可 测 集 .) 

6. 著 J 有 限 , f= f,f, fn 是 有 限 可 测 函 数 , 则 对 任意 给 定 的 。 > 0, 存在 集 
4,U(4) > AM) 一 e, 且 在 A 上 ff 一 致 有 界 . 

7. 车 jy 有 限 ,finn 2 fnln 一 00), fm 2 f(m 一 co), 则 有 子 序列 {mx}, {ng} 
使 和 sw 一 下 (k 一 00) (假定 jn fm,f 均 ae. 有 限 ). 

8. 不 用 定理 3, 直接 证 明定 理 3 的 推论 1. 

9. 直接 证 明定 理 4 的 推论 2. 

10. 证 明定 理 8. 

11. 车 多 (&;) 一 (8), 试 证 2( 刀 +o) 一 (8 二 a), 其 中 a 是 任 一 有 限 常数 . 

12. 车 儿 (&%) 一 名 (8), 儿 (mm) 一 纪 (a) 且 对 一 切 n,P(mn = 0) =0 试 证 

i) (énmm) — Laé)(a > 0); 


加 Zl /mm) = 2 (E) (o>0) 
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831 引 言 


我 们 知道 , 随机 变量 的 分 布 函 数 已 经 完全 地 描述 了 随机 变量 的 概率 规律 . 但 某 
些 数字 特征 如 数学 期 望 、 方 差 、 相 关 矩 及 高 阶 矩 等 则 更 集中 地 反映 了 随机 变量 的 特 
征 , 要 对 它们 作 理 论 探讨 ,只 利用 普通 数学 分 析 的 工具 是 不 够 的 , 需要 用 到 一 般 测 
度 空间 上 的 积分 理论 . 因此 , 在 本 章 中 我 们 将 介绍 这 种 积分 理论 , 并 用 来 研究 数学 
期 望 、 方 差 和 算 的 性 质 . 在 本 章 中 我 们 也 将 利用 积分 的 理论 对 于 分 布 函数 作 进 一 步 
的 研究 . 

现在 , 我 们 从 数学 期 望 的 实际 意义 出 发 . 

例 1 假设 用 一 种 武器 向 同一 目标 进行 射击 , 用 一 颗 子 弹 即 可 击 中 目标 的 概 
率 为 pi, 用 两 颗 子弹 击 中 目标 的 概率 为 pp,… 此 外 知道 至 多 用 ” 颗 子弹 一 定 能 打 
中 目标 , 即 pi +…: 十 pn = 1. 试问 击 中 这 一 目标 平均 需要 多 少 颗 子弹 ? 

设 需 要 上 粒子 弹 击 中 目标 的 事件 为 4k, 则 P(Ak) = pk,k = 1,…,n. 用 & 表 
示 击 中 一 次 目标 所 需 的 子弹 数 , 则 


一 1Xa， 十 :十 FIXA。 
是 一 个 简单 随机 变量 . 问题 是 求 上 的 平均 取 值 是 多 少 . 根据 概率 的 实际 意义 , 容易 
知道 击 中 这 一 目标 平均 需要 的 子弹 数 是 
1p1 二 … 十 npn. 

一 般 地 , 对 任 一 简单 随机 变量 , 它 所 取 的 可 能 值 为 z1,… ,zn, 取 这 些 值 相应 的 

概率 为 pi1,… ,pn, 我 们 称 
五 E=Z1p1 二 :+ Tnpn 
= ZT1P(€ = £1)+ :+ TnP(E = rn) 

为 的 数学 期 望 , 它 表示 & 取 值 的 平均 状况 , 所 以 有 时 也 称 它 为 的 平均 值 . 不 过 ， 
它 与 ”个 数 的 算术 平均 值 不 同 , 它 相 当 于 加 权 平 均 . 

例 2 设 € 是 在 时 间 间 隔 (a,a 十 引 内 某 电 话 局 收 到 用 户 呼唤 的 次 数 , 上 所 取 


的 一 切 可 能 值 为 0,1,… ,n,… , 且 PE 一同 = ee ,为 了 估计 呼唤 的 频繁 情 
况 , 就 需要 求 出 & 的 平均 值 | 
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此 例 中 的 & 为 初等 随机 变量 , 它 是 简单 随机 变量 的 极限 . 设 收 到 ” 次 呼唤 的 事 
件 为 A, 则 


《= 》 mnXa。， 
n=1 
车 令 , , 
t= kX; P(r=0)=1=) P(E=%), 
k=1 


k=1 


于 是 lim &% = é. 自然 我 们 认为 上 的 平均 值 是 6 的 平均 值 的 极限 , 即 
se- lm, Be =e he 
k=1 . 
At OF) 
一 2 ke 入 a 一 At. 


于 是 我 们 得 知 和 表示 在 单位 时 间 内 某 电话 局 平均 收 到 的 呼唤 次 数 . 
一 般 地 , 设 上 是 一 个 离散 型 随机 变量 , 它 所 取 的 一 切 可 能 值 为 z1,… zx,,… , 就 
称 
EéS 》 znP(E= zn) 


n=1 


为 & 的 数学 期 望 .( 以 后 我 们 要 指出 Et 存在 的 条 件 .) 

现在 我 们 看 对 一 般 的 随机 变量 € 来 说 , 它 的 平均 值 应 该 怎样 来 描述 .( 其 严格 定 
义 见 本 章 84.) 

我 们 知道 随机 变量 上 是 给 定 概率 场 上 的 有 限 可 测 函 数 , 它 可 以 表 成 这 个 概率 
场 上 某 一 简单 函数 序列 {&%} 的 极限 . 我 们 认为 的 数学 期 望 应 当 是 


FEE = lim Be 


为 了 看 清楚 这 样 的 BE 的 确 表示 & 的 平均 值 , 我 们 不 妨 取出 一 个 具体 的 简单 函数 序 
列 {&}, 并 把 上 面 的 极限 等 式 明显 地 写 出 来 . 
以 是 非 负 随 机 变量 为 例 . 取 
k 
pe { py 


n,w E {E(w) > n}. 


显然 6, 是 简单 函数 , 且 lim é&, = &. 


k 





1 
二 ,k=0,1,...,n2° —1, 
也 


we {2 < (0) < 总 


k k+l 
on 、 on 





) +nP(é 2n). 


83.2 ”积分 的 定义 和 性 质 . 131 . 


从 这 里 我 们 看 到 很 类 似 于 黎 曼 积分 求 面积 和 体积 的 方法 . 我 们 把 é 所 取 的 值 分 成 
若干 个 小 区 区 将 取 在 同一 区 间 的 值 算 作 是 相同 的 ， 例如 当 二 “+l . 


算 作 &= 志 ,k=0,1,… ,n27 一 1, 而 当 & >n 时 , 算 作 =n. 人 


E 的 平均 值 的 一 个 近似 值 它 正好 就 是 Fe。 而 且 随 着 n 的 增 大 它 愈 来 愈 精确 , 所 
以 我 们 定义 0 = lim Eé, 是 有 道理 的 . 


这 里 的 莱 类 似 于 黎 曼 积分 和 DJ(zt)Azk 中 的 fo), 而 P( 宇 < < -二 
相当 于 Azx 但 是 它们 之 间 还 是 有 原则 的 区 别 , 即 在 柳 曼 积分 中 是 将 函数 的 定义 
划分 成 小 区 间 , 这 里 我 们 则 是 将 函数 值 域 划分 成 小 区 间 , 前 者 只 有 在 充分 小 的 区 间 
上 函数 值 的 改变 非常 小 时 , 才 可 能 有 极限 , 因此 黎 曼 积分 基本 上 只 适用 于 连续 函数 ， 
而 现在 我 们 所 涉及 的 函数 是 随机 变量 , 它 的 定义 域 是 基本 事件 集 2, 因此 按 定义 域 
划分 的 原则 就 很 难 采 用 .首先 将 2 划分 为 可 测 集 的 和 , 而 让 这 些 集 的 测度 趋向 于 
零 , 这 种 划分 方法 未 必 存在 ; 其 次 , 即使 这 种 划分 是 可 能 的 , 如 上 所 述 , 也 仍然 带 有 
局 限 性 , 因为 这 样 也 只 适用 于 那些 在 测度 充分 小 的 集 上 的 值 改变 很 小 的 情况 . 看 
来, 要 建立 数学 期 望 的 概念 并 讨论 它 的 性 质 , 只 利用 普通 数学 分 析 的 工具 就 显得 不 
够 了 ， 我 们 将 会 看 到 在 抽象 空间 中 的 积分 采用 将 函数 值 域 划分 成 小 区 间 的 方法 有 
着 广阔 的 适用 范围 . 这 样 一 来 , 随机 变量 5 的 数学 期 望 的 概念 将 等 同 于 在 概率 空间 
(1, 4,P) 上 & 的 积分 的 概念 . 
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8 1 我 们 指出 随机 变量 & 的 数学 期 望 应 是 概率 空间 (2, xY, P) 上 随机 变量 的 
积分 . 这 一 节 中 , 我 们 将 给 出 一 般 测度 空间 上 可 测 函数 的 积分 的 定义 , 并 研究 它 的 
基本 性 质 . 

如 无 相反 的 说 明 , 下 面 出 现 的 集 4, B,…, 函数 f,g,…… 分 别 为 取 定 的 (但 是 任 
意 的 ) 测度 空间 (2, wy,n) 上 的 可 测 集 和 可 测 函 数 . 


3.2.1 ”积分 的 定义 


我 们 首先 定义 非 负 简 单 函数 的 积分 , 然后 定义 非 负 可 测 函 数 的 积分 , 再 次 定义 
一 般 实 可 测 函 数 的 积分 , 最 后 定义 复 可 测 函 数 的 积分 . 
定义 1 设 f 是 非 负 简单 函数 , f = 》 zkXa ,Tk > 0, 41,… , Am 两 两 不 交 ， 


k=1 


六 4 = 2; 则 称 值 zp(Ai) 为 了 在 0 上 关于 测度 4 的 积分 (简称 f 对 4 的 
k=1 


天 一 工 
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积分 或 f 的 积分 ), 记 作 人 f(w)du(w), 简 记 作 ju 或 / f( 在 不 发 生 混 淆 的 情况 
下 ) 著 Ae wm, 称 [fxd 为 在 集 A 上 的 积分 , 记 作 | fan 
显然 按照 这 一 定义 , 任意 非 负 简单 函数 的 积分 一 定 存在 (不 过 可 能 是 +oo). 但 
我 们 还 需 证 明 它 是 唯一 确定 的 , 与 了 的 表示 法 无 关 . 即 需 证 : 假如 /有 另 一 表示 式 
f= Sb > 0, Bj,j = 1,… ,n 两 两 不 交 ， 和 = 0, 则 
它 


j=1 


2 ZKHA(4k) = 和 2 yh(B;)- 


事实 上 , 因为 2 = 人， Dh 履 有 入 一 hin 甩 -hn 而 
且 在 Ak mB; DN A s 全 时 yd 因此 


5 ZkH(4k) = 3 Tk bp H(Axr NB;) 
k=1 k=1 j=1 


= ,> yn(Ak nN By) 
k=1 j=1 


=》 > yp(Ak NB) 


1=1 k=1 
= yn(B,). 0O 

j=1 

为 了 合理 地 给 出 非 负 可 测 函 数 积分 的 定义 , 先 研 究 非 负 简单 函数 积分 的 几 个 性 
质 
性 质 1 若 f,g 是 非 负 简单 函数 , f < g, 则 fs fs 
证 设 
f=) TkXa,, 9 = >》 WXa， 
k=1 k= 二 1 


由 于 f<g, 则 在 AinBj 了 2g 时 zs<y, 而 当 AsnBj=8%g 时 j(ArnBj)=0. 


[fan= Dm) = yn 


k=1 j=1 


| yn dy 


j=1 k=1 j=1 k=1 


= >》 ,WwWH(Bi) = gar 口 


2 
性 质 2 若 。> 0,f 是 非 负 简 单 函数 , 则 


esa =e | tar 
(证 明 从 略 ). 


性 质 3 ”车 f 是 给 定 的 非 负 简单 函数 , 令 
2(4) = 人 fdp. 


则 2 为 ws 上 0- 可 加 集 函 数 . 
证 设 了 =》 zexa,, 则 


%=1 
2(4) = /san fox, 十 0.Xac)d1 


= zkp(ANAE)+O. p(A®) 


= zp(AN A). 
k=1 


由 于 jy 是 o- 可 加 的 , 因而 p 也 是 o- 可 加 的 . 口 
定义 2 若 f 是 非 负 可 测 函 数 , 则 定义 f 在 2 上 对 4 的 积分 


| f sa :0<s<, 简章 西 数 | (1) 


对 4 € xyY, 定义 f 在 集 4 上 的 积分 


tans /oa 


首先 我 们 看 到 对 一 切 非 负 可 测 函 数 , 由 (1) 式 所 定义 的 积分 是 存在 的 、 确定 的 ， 
并 且 由 性 质 1 知 非 负 简单 函数 的 积分 也 符合 (1) 式 . 因此 定义 2 是 定义 1 的 拓 广 . 

对 于 非 负 可 测 函 数 , 性 质 1 仍然 成 立 , 即 

性 质 1 着 0<f<9 则 y | sar < | ga 

证 ”对 任意 满足 0< s < f 的 简单 函数 s, 必 有 0 < s < 9, 因而 


和 /eos< tol 雪 | c/s:0<s< 入 下] 
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san< f oar 口 


下 面 我 们 叙述 并 证 明 在 积分 论 中 起 着 重要 作用 的 定理 . 
定理 1( 单 调 收敛 定理 ) ” 若 {f%} 是 非 负 可 测 函数 序列 , 且 f% ?了 则 


Lim。 上 fndp = 四 fap. 


证 ”由 性 质 1，/ fdy 是 非 降 序列 , 因而 极限 存在 (可 能 是 co), 记 作 a. 又 由 
于 对 一 切 n > 1, fn < f 及 性 质 1 , 我 们 有 


故 由 定义 2 知 


Q < /rm 
另 一 方面 , 令 0 < s < f,s 是 简单 函数 , 设 


m™m 
s= TiX4, 十 coXa 0 和 2j < 00,7 = 1 ,m, 
j=1 


m 
Sc,k 二 > czjXa， 十 KX Aan 
j=1 


其 中 0 < c < 1,k 是 正 整数 . 又 令 
fn = {w : sek(w) < fh(w)}, 
容易 看 出 0,, € oY, QT 2. 由 于 


fn > fnXoa, > SckXo。， 


/ frdp > / Sc,kX on dh = a sc,kdh. 


由 性 质 3 知 p(4) = 上 sokdp 是 0- 可 加 集 函 数 , 因而 是 下 连续 的 , 从 而 令 n -，co 
得 到 


利用 性 质 1 知 


Q 之 SckdH = 》 czjH(Lj) + kp(Am+1)-. 
0 s 


3=1 


再 令 c 一 1,k 一 oo0, 得 


mm 
a > Dwin(A) + oop(Amt) = | sd. 


i=1 
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在 0< s< 了 的 简单 函数 s 的 类 上 对 上 式 右 端 取 上 确 界 , 即 得 
a> | fap. 口 


根据 定理 1, 对 于 非 负 可 测 函 数 f, 任意 两 个 满足 0 和 f+ 了 ,0 < gn +f 的 可 测 
函数 (特别 可 以 取 为 简单 函数 ) 序列 {f}, {gn}, 都 有 
im / fnd4 = lim / gndk. 
而 任意 非 负 可 测 函 数 可 以 表 成 非 降 的 非 负 简单 函数 序列 的 极限 , 这 样 就 使 我 们 得 出 
非 负 可 测 函 数 积分 的 另 一 等 价 定义 . 


定义 2 车 f 是 非 负 可 测 函 数 , {f} 是 具有 性 质 0 < f+? f 的 简单 函数 序 
列 , 定义 了 在 2 上 对 j 的 积分 


/ fdps lim / fndp. 
定义 f 在 集 4e yt 上 的 积分 


| san= /pa 


这 一 定义 使 用 起 来 比 定义 2 方便 . 
定义 3 ” 设 f 是 实 可 测 函 数 , /+ 和 f- 分 别 是 它 的 正 部 和 负 部 , 若 / f+dp, 


上 六 du 至 少 有 一 有 限 , 则 定义 f 在 2 上 对 /的 积分 


Joe {tra /rw 


并 称 的 积分 存在 . 定义 f 在 集 4 上 对 / 的 积分 


| fdp= | fXadk. 


如 果 人 fdyu 有 限 , 则 称 f 在 2 上 可 积 . 
定义 4 若 f 是 复 可 测 函 数 , f = fi 十 if2, 及, f2 是 实 可 测 函 数 , 若 i, fo 的 积 


分 存在 , 则 称 
. jd / fap / 方面 
为 了 在 9 上 对 六 的 积分 . 若 积分 有 限 , 称 f 在 9 上 可 积 . 称 


/= /oa 
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为 f 在 集 4e wx 上 的 积分 . 
为 了 对 于 a.e. 可 测 的 函数 给 出 积分 的 定义 , 我 们 先 证 明 
性 质 4 若 /=o9 ae., 则 /im | gar 
证 车 jg 是 非 负 人 简单 函数 , 设 /=g, a.e. 且 


m n 
f 一 》 zkXa ;9 5 》 8Xe， 
k=1 j=1 


故 在 jy(hk 六 Bj) 关 0 时 z= yj, 从 而 f san= J gar 
车 f 和 9g 是 非 负 可 测 函 数 , 则 对 任何 满足 0 < s < f 的 简单 函数 s, 必 存 在 简 
单 函数 s' = s, a.e., 且 0 < s' < g, 从 而 sar = f sa 因此 f san < J ger 同 


理 可 证 Ja > gar. 即 f san= /ou 
若 f,g 为 实 函数 , f = g, a.e., 必 有 f+ = g+, a.e.. 若 f,g 是 复 函 数 , f = g, a.e.， 
则 必 有 f= gi, a.e., i = 1,2.f,gi,1i = 1,2 分 别 为 f,g 的 实 、 虚 部 . 故 性 质 4 对 积分 
存在 的 任意 实 、 复 可 测 函 数 均 成 立 . 
定义 5 | 若 f ae. 可 测 (或 ae. 有 定义 ), f = g, a.e., 且 9 可 测 , 积分 存在 , 则 
定义 了 在 Q 上 对 /的 积分 为 
savs f gar. 


由 于 性 质 4 及 a.e. 相等 关系 具有 传递 性 , 可 知 定义 5 中 / fdy 是 确定 的 .( 不 
因 g 的 不 同 选择 而 异 .) 
3.2.2 ”积分 的 性 质 


定理 2 ”可 测 函数 的 积分 具有 下 列 性 质 : 
1) 线性 性 质 : 


9 车 [1 fo /1+ fst [+o= i+ fs 


中 着 /7 有 在 84nB=@ 则 /1= 1+/ 


9 / of = 。 7 着 / 是 实 函数 , 则 要 求 。 有限, 若 是 复 函数 ,还 要 求 f 
可 积 


a 


2) 单调 性 质 : 
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a) f,9 是 实 函数 ， frfs 存在 , 若 f > g, a.e., 则 对 一 切 A € ,| 了 > / g; 
A A 
反之 , 车 4 是 oc- 有 限 的 , 则 逆 命 题 成 立 ; 


b) /1 存 在 , 则 | < /i 


c) f>0, 则 / 六 = 0 的 充分 必要 条 件 是 f = 0 ae 

3) 可 积 性 质 : 

a) f 可 积 的 充分 必要 条 件 是 | < oo0, 当 f 可 积 时 , f a.e. 有 限 ; 
b) |f| < g,9 可 积 , 则 f 可 积 ; 

c) fg 可 积 , 则 f +g 可 积 ; 

引 车 [09) 存在 , 则 | /oj| < /7P /op 

证 1) 线性 性 质 : 

a) 首先 对 f,g 是 非 负 简单 函数 的 情形 进行 证 明 : 设 


m™m n 
a 作 全 罗 罗 2 
k=1 j=1 


不 妨 设 S 六 一 》Bi = 1. 于 是 
4 一 1 


k=1 
mm nN 
f+9= ,> (rk + YXANB,, 
k=1 j=1 


从 而 


mm 


fu + gdx= 》 > (zr + yi)u(ArkN By) 


k=1 j=1 


= ,> zp(Ak NB;)+ > >》 WA(4x NB;) 


k=1 j=1 k=1 j=1 


= > zkHh(4k) 十 > yin(B;) 
k=1 j=1 


= fart f gar 


其 次 设 f,g 是 非 负 可 测 函 数 , 则 存在 非 负 简 单 函数 序列 {f}, {gn} 使 0< fn17， 
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0 < gn 1g, 因而 0 < fi 十 gn1f+g. 于 是 根据 定义 2/ 
f+ 9am= him, {Un ton)an = dima ( | Frau+ | gona) 
Bm fut li, f oa 
= /ran+ | gar. 
再 次 设 户 9 是 实 可 测 函数 , 由 于 / f+ / 存在, 则 /1++ 9+, 1+/ 


至 少 有 一 有 限 , 不 妨 设 后 者 有 限 . 对 于 任 一 非 负 可 测 函 数 /, 若 积分 有 限 , 由 定义 2 
可 知 必 然 se 有 限 .( 否 则 可 选择 s = coxu--， 则 | sa = op = 0%) =o0< 


f rar) 由 此 可 知 f-,g- a.e. 有 限 . 因而 f +g a.e. 有 意义 且 


(f+9) < f° +9 ,ae., 
再 由 
f+g=(f +9 —(f+9) =(f+—f)+(gt —g ), 及 (f +9) ,f ,9 
的 a.e. 有 限 性 可 知 


(f+9g)t+f +g =ft+gt+(f+9) ,ae., 


| jrj + 人 /+ 


再 由 fr fs fer 的 有 限 性 可 得 


furo:- fro = fr- /r+ fs- fs, 
[furs= /s+ /fs 


至 于 f,g 是 复 可 测 函数 的 情形 , 分 实 部 、 虚 部 分 别 进行 讨论 , 可 得 同样 结论 . 
b) 车 / 7an 存在 , 则 对 任何 4Beax idn fidu 存 在 且 /f+ /在 
在 . 当 4A4nB=% 时 , 则 


于 是 


即 


fxXars = fXa + fxXs, 
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RR 


c) 对 f 是 非 负 简 单 函数 , c > 0 的 情形 即 性 质 2. 若 c < 0, 则 由 实 函 数 积分 的 
定义 及 (cf)+ =0,(cf)- = 一 cf 知 


J sav= f lenran— /en 
=- [C9fan= -C0 f ran =e | ta, 


其 中 第 三 个 等 式 是 由 于 -ec > 0 及 性 质 2. 
车 f 是 非 负 可 测 函 数 , 当 c > 0 时 , 设 0 < fn 1 f,{fn} 是 简单 函数 序列 , 则 
0 < cfn 1 cf, {cfn} 也 是 简单 函数 序列 , 从 而 


stan= Jim f otra = elim, { fran =e ap. 


若 c<0, 同 f 是 非 负 简 单 函数 的 情形 同样 可 证 . 
车 f 是 实 函数 , c 有限, 则 当 c>0 时 


f stan= /enra- fer-ar 
= /orri- /or 
-cj/ ji 


而 当 c < 0 时, (cf)+ = -cf (cj)- = 一 cf+, 同样 有 


join=ej/ sar. 


对 于 f 是 实 函数 , 是 复数 的 情形 , 若 令 c = cl + ica, cl, ca 是 实数 , 易 知 


1 stan= /ayantij oafar 
=a [fantics | fan=¢ {far 


车 f 是 复 可 测 函 数 且 f 可 积 , 设 


由 a) 知 


f= fit+ifs, C= 三 Cl 十 3c2， 
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则 cf = ci 户 一 ca 户 Pi 十 cz 万), 故 
fa 一 /ea 一 oo 月 二 /ft ef) 
由 于 岂 , fz 可 积 , ct,cs 有 限 . 本 定理 1)a) 的 条 件 满足 , 故 上 式 


= /aa+ [Cety+ti(f att fof) 
=a {fh-o ftia ftio ff 
=a /fitio [ftie [f+ bi /Fe 
= f+ ipo) tics (+ifs) 

= (otio) {+if)=e fi 


a [7 -fs 由 o) 立刻 得 到 . 


2) a) 对 于 f,g 是 非 负 可 测 函 数 的 情形 已 证 (性 质 1), 今 证 f,g 是 实 函 数 的 情 
形 . 由 了 >9 知 


fi>gt, ff gg, 


[r+fe > for 
由 于 / /9 存在 , 故 车 站 请 及 | g- 中 至 少 有 一 有 限 , 不 妨 设 人 g- 有 限 , 于 
是 / 广 也 有 限 ,就 有 


fr-f 六 >/ rr- 


着 | 六 = +oo /9 =+oo, 则 /f=+oo, 9 = -oo 总 之 对 - 切 4eoy 有 


/> /5 


反之 , 车 1 是 有限 测 度 且 对 一 切 4 eo， 人 商品 1 ng 
即 wj < 9) = 0 如 车 不 然 , 令 ; 


4 = {f <9-7}n {lol < +eoh 


Bmn= {f <m} Nt{g=+%}. 


从 而 对 一 切 4 e x 
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{f <g}= (D4) U (Da.) 


车 jy{f <g9} 关 0, 必 有 一 hn 或 Bm 使 j(hn) 关 0 或 p(Bm) 关 0. 不 妨 设 jy(A4n) 关 0. 
再 由 的 oc- 有 限 性 , 存在 集 序列 {02}, 你 两 两 不 交 , M 你 ) 有 限 ，》 fr = 1, 故 
必 存 在 一 0 使 0< hn <o0, 于 是 取 4=Anmw 有 


/as 人 (3 =- go- 44) < f gar 


这 与 假设 矛盾 . 因而 2)a) 获 证 . 
b) 当 f 是 实 函 数 时 , 由 于 f < |f|, 一 f < | 用 故 有 


:fs< /i 
川 < fi 


当 了 是 复数 时 , 若 / |f|= oo, 不 等 式 自然 成 立 . 若 / |< oo, 由 于 二 < 


| 有 ,i = 1,2. 其 中 记 , 户 分 别 为 的 实 部 和 虚 部 . 故 / fi 二 1,2 有 限 . 即 fap 有 
限 . 设 


则 


即 





f sa 二 ret,7,t 实 数 ,+ = Wi ; 





f(w) = po)eeo pw) = |f(w)|, a(w) 为 1(w) 的 幅 角 . 
( 当 p(w) = 0 时 取 a(w) = 0), 易 证 p(w),a(w) 均 为 可 测 函 数 . 


fi ="=e* [far 


= et / p(w)eio ap 
= /ocean 
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= f oto)eos(al(w) -bi 上 /oosineO-b 
= f eto)eos(alw) -ban 
< f oan= f lian 
a] 着 7 > 0 由 性 质 4 知 荐 = 0, ae, 则 /7=0. 反 之 ,着 />0, /1=0， 


则 必 有 f = 0, a.e.. 事实 上 , {f > 0} = 0 {7> 让 车 ju(f > 0) > 0, 则 由 测度 的 


连续 性 必 存 在 7 使 (1 > 3! >0, 令 3 三 中 X{y>1/nl? 则 0 < s < f, 因而 
n Nn 


/mm> f= des>2)>0 


3) a) 车 /1 < co, 已 由 2)9), 3)b) 可 证 了 可 积 . 今 设 了 = 户 十 访 可 积 , 则 
fifa 有 限 ， 且 人 二 二 有 限 . 而 
A 


故 由 积分 的 线性 性 质 知 
fas frr /fst /fi+t /i < 
即 | 可 积 


至 于 由 |f| 可 积 得 知 f a.e. 有 限 , 在 1)a) 关于 实 可 测 函 数 的 证 明 中 已 证 . 


bjlf| <g 而 g 可 积 ， 由 2)a) 知 /< /9<o, 故 I 可 积 , 再 由 3)a) 知 f 
可 积 . 
af 9 可 积 , 则 由 a) 知 fg ae 有 限 . 故 f+g a.e. 有 意义 且 |f +g| < |f|+|gl 


jw 四 = /i+ fl< ~. 


故 | 有 | 十 |g| 可 积 , 再 由 b) 知 f 十 g 可 积 . 
d) 不 难 证 明 , 当 /1 / jgj 至 少 有 一 个 为 +oo 时 , 不 等 式 成 立 . 现在 , 假设 


人 
7 /gP 有 限 (这 时 /yol 有 限 ). 对 任意 实数 a 和 


02 / HP 十 208 f lfol + gp = f(alfl+ lo) >0. 
这 说 明 上 式 左 端 是 一 非 负 定 二 次 型 , 由 此 知 


( 1 门 ) < 让 /op 








再 利用 2)b)， 
fo < iss 
即 得 2 
fs < /ise f sr 
此 不 等 式 称 为 Schwarz 不 等 式 . 


推论 车 f 是 4 上 取 非 负 值 的 可 测 函 数 , 则 对 任何 。> 0 有 
atf>cdn4s z sar 


证 令 4'={f>c}nA. 


fsan= f fant | fanz | ,fan > cna’) 


此 即 所 要 证 的 不 等 式 . 它 是 de6smmes 不 等 式 的 推广 . 
习题 及 补充 
1， 设 jn,p2 是 可 测 空间 (2, sw) 上 的 测度 a1, az 是 两 个 非 负 有 限 数 ，j = 


qun 十 aopo. 试 证 : 车 f 关于 jp, ya 的 积分 存在 且 ma / yi / fdpz 有 意义 ， 
则 /关于 /的 积分 也 存在 , 且 


san = jia+om | ap 


2.( 积 分 中 值 定理 ) 设 f,g 是 测度 空间 (人, oz, 站 上 的 可 测 函 数 , 9 关于 / 可 积 ， 
-co <a < fb<+oo, a.e., 则 存在 一 个 常数 ce [a, 引 ,使 


sglar = ef |glap. 
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特别 , 车 上 有限 , 则 站 fai ely 

3. 设 ,9 是 (2, xz, 四 上 取 有 限 值 的 简单 函数 , 若 f,g 之 一 关于 可 积 , 则 fg 
也 可 积 . 

4. 设 f 是 (0,.y,p) 上 的 可 积 函 数 , 则 对 每 一 正 数 =, utfw : |f(w)| > 6}) < oo. 

5, 设 0 是 全 体 正 整 数组 成 的 空间 , of 是 9 的 一 切 子 集 作成 的 o- 代 数 , 对 于 
Ae wy = 和 中 点 的 个 数 , 则 (82, oy,j) 是 一 个 测度 空间 . 讨论 在 此 空间 上 函数 
的 积分 存在 与 可 积 的 充分 必要 条 件 . 

6. 车 fg 是 (0, yf) 上 的 可 测 函 数 . 用 P(sy) 表示 x 上 的 一 切 概率 测度 的 集 ， 


若 对 一 切 ve Po), /jw 一 / 则 f(w) = g(w), 对 一 切 we 8 成 立 . 


83.3 收敛 定理 


这 一 节 我 们 将 讨论 积分 号 下 的 极限 运算 , 几 个 著名 的 收敛 定理 在 测度 论 及 概率 
论 中 起 着 重要 的 作用 . 

82 证 明 的 单调 收敛 定理 是 其 中 重要 的 一 个 . 现在 我 们 再 来 证 明 另 外 两 个 收敛 
定理 , 即 Fatou-Lebesgue 定理 及 控制 收敛 定理 以 及 它们 的 推论 . 

定理 1(Fatou-Lebesgue 定理 ) ” 设 g,h 是 实 值 可 积 函 数 , { 刀 } 是 实 可 测 函 数 
序列 ， 

i) 若 对 一 切 n >1,g< fn, 则 

[min< im ft: () 


no00 nO0 


i) 车 对 一 切 n> 1 所 <h 则 
ra < | 酉 六 (2) 
专著 g < 所 1f 或 对 一 切 n>1,9< 所 <h 扣 后 所 则 一/ 
证 首先 , 由 题 设 条 件 易 知 对 一 切 n> 1 / 所 dp 存在 . 先 证 
i) 在 g = 0 时 成 立 , 这 时 0 < fn, 令 gn = inf fr, 易 见 
0 < gn T sup inf fr = lim fn 
根据 单调 收敛 定理 


/二 = lim | gn. 


也 一 OO 
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同时 % < 万 , 所 以 / pa | 六 取 下 极限 又 得 


dm /< a 
这 就 证 明了 在 g =0 时 (1) 成 立 . 
至 于 一 般 情况 , 我 们 只 需 注意 到 0 < 记 - 9, a.e., 即 可 利用 上 面 已 证 结果 得 出 
/加 if/ 加 9< 晤 /0.9 


Sm 


由 于 g 可 积 ， / g 有 限 , 故 可 由 上 式 得 出 


/ ji 
ii) 由 于 Hm 所 = 一 lim (所 ) 以 及 -h < 一 所 ,一 h 可 积 , 不 难 由 i) 导出 (2) 
成 立 . 
证 ) 当 g < fn1f 时 ,显然 0< fn 一 g1?f 一 g, a.e., 根据 单调 收敛 定理 ， 


am [i fo= ,im [9= [0-9 /1- fs 
由 于 /有 限 , 故 得 lm, /f= / 
最 后 , 当 g < fr < h, fn 时 , 设 4= { 太 性 月 , 则 A4) =0. 令 
fifnXxae +g9Xa; f° = fxXne + 9Xa-: 


显然 产 = fn,ae., =f,ae, 且 gg< fg<h, jim 记 = lim 皮 = 产 .于 是 { 太 } 
满足 i) 及 i 的 条 件 , 因而 


fr< lim | 
即 
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容易 看 到 , 当 定理 中 的 条 件 几 乎 成 立时 , 定理 的 结论 仍然 成 立 . 
定理 2( 控 制 收敛 定理 ) ” 设 9 是 可 积 函 数 ,| 户 | < g, ae., 如 果 所 二 了 或 


所 下 则 /六 -用 -0 因而 /六 一 /+ 
证 ”由 于 | 所 | < 9, ae., 所 下 或 所 下 故 知 | 有 | < 9,a.e., 因此 了 可 积 ， 


WE 由 关 -H 一 0 妈 知 / 关 一 广 
当 太 2 了 时 ,| 太一 有 20 且 扩 一 用 < 2g,aes 由 定理 1 过 知 /六 一 玫 一 0 
以 T 往 证 当 思 攻 了 时 [lf 一 f| 一 0 
事实 上 , 令 g, = | 一 fi, 由 给 定 条件 知 0 < gn < 2g, ae. 且 gn 全 0. 首先 存 
在 一 个 子 序列 {gn,} 使 
J 9 -到 /9 


这 里 gw ->0, 所 以 又 有 一 子 序列 gw, = 0, 应 用 本 定理 已 证 结果 知 


/on — 0. 


但 { / om 是 | | 的 子 序 列 , 它们 有 相同 的 极限 , 于 是 有 


恶 /w-o 
但 gn > 0, 因而 lm /9s > 0, 故 由 上 述 等 式 知 lim /9 =0, 即 
Jim, {Ih -fl=0 


定理 获 证 . 村 口 
推 沦 1 如果 {所 } 是 可 测 函数 序列 , 若 户 ,n > 1, 非 负 或 > /ay < oo 
n=1 


则 3 所 ae. 收敛, 积分 存在 且 


n=1 
/>= (3) 


k=1 k=1 
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负 时 即 得 (3) 式 . 当 》 用 /| < oo 时 , 知 9 可 积 , 因而 se 有 限 , D> 如 ae 收 全 
n=l1 n=1 
且 对 一 切 n> 1|》) 友 | < 9 应 用 控制 收敛 定理 即 得 (3) 式 . 
k=1 

推论 2 若 /fay 存在 , 则 对 于 任意 的 4 = 》) hm,A € of, hn en 

1,2,.… , 两 两 不 交 , 有 全 
| fan= > feo (9) 
证 ”对 于 实 可 测 函 数 f, 我 们 有 


f+xa 一 》 ftxa,, 
k=1 
利用 推论 1， 


上 ftdp = > A fra 


/7 二 人 f-dy. 
由 于 f 的 积分 存在 , 上 面 的 两 个 级 数 中 至 少 有 一 个 收敛 于 有 限 和 , 因此 可 以 逐 项 相 
减 , 从 而 (4) 成 立 . 
对 于 复 值 函 数 f 来 说 , 可 以 通过 考虑 它 的 实 部 和 内 部 而 得 出 (4). 口 
当 了 的 积分 存在 时 , 它 的 积分 


p(A) = 人 fdp,Ae wd, 


是 oz 上 的 一 个 集 函数 , 称 为 f 在 of 上 关于 的 不 定 积分 . 推论 2 说 明 , 在 2 上 
积分 存在 的 可 测 函 数 f 的 不 定 积分 是 一 o- 可 加 集 函 数 . 
推论 3 ”如 果 f 可 积 , 则 当 jy(4) ”0 时 


/ao 加 
证 令 
户 王 jxXur<ey 十 nXtrl>n， 
显然 0 > 所 ?| 了 1, 由 单调 收敛 定理 


dm, {= fi 
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由 于 f 可 积 , 因而 / |f| < oo, 故 对 任 一 。 > 0, 存在 一 自然 数 wm, 使 得 


ji- fi- fs < 


由 此 可 见 当 1(4) < 元- 时 
no 


f= s+ f UA to) < rontt) 


* / (| fo) <e 


即 当 J(4) -0 时 ,| l=0 口 


在 单调 收敛 定理 、Fatou-Lebesgue 定理 及 控制 收敛 定理 中 , 参数 n -; oo 都 可 
以 换 成 在 任意 集 TC R 内 取 值 的 参数 上 一 如 (to e 户 ), 这 是 因为 站 下 at = a 的 充分 
必要 条 件 是 对 任意 {t} CT,tn 一 to(n 一 oo) im at, = 0. 例如 ， 授 制 收敛 定理 对 
连续 参数 情形 的 推广 为 

推论 4 ”车 对 一 切 te 胞 ( 当 如 有 限时 , 存在 5 > 0, To = (to 一 6,to 十 6), 当 
如 = +oo 时 T=(M,o0), 当 如 = 一 00 时 H=(-oo0, 一 M), 其 中 M 是 某 一 充分 大 
的 正 数 ), |ft| < g, a.e., g 关于 j 可 积 ， di 天 = jae. 或 大 一 js( 当 ti 一 如 ), 则 


/ | 到 一 ldp 一 0(t 一 如 ), 因而 有 


lm | fen= | far 
证 明 留 作 习题 . 
利用 这 一 结果 , 我 们 可 以 得 到 下 列 关于 积分 号 下 微分 、 积 分 的 一 系列 推论 
推论 5 ” 若 对 每 一 te Tf, 关于 岂可 积 , 而 对 每 一 we 0 ,看 作 上 的 函数 时 沿 
集合 在 如 点 有 导数 (办?) ,县 开罗 一 | <g(w),g 可 积 , 则 


. t—to 


( / fut) ) = ( 狐 ) du (0) 


证 ”根据 导数 的 定义 
fo) — flo) ， (2) ter 








t—to 
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而 由 假设 知 9 可 积 ， 





fi(w) — fro(w) 
t—to 





< g(w),t eT,w € 1, 于 是 利用 推论 4 知 


m/w (WY) ww 











而 
pm -foal 
filw)dp(w to (WwW)du(w 
to t—to 
i 
故 得 (6) 式 . 
推 沦 6 如 果 在 区 间 lo 中 上 ，/ Ko)dn(w) 有 限 ,对 一 切 we 0,t e (o 中 加 全 

存在 , 且 | 要 的 | < g(w),g 可 积 , 则 在 (a,5) 上 

£ /iano) = Pe agp). (7) 


证 ” 当 上 六 是 实 函 数 时 , 对 每 一 we 2, 利用 Lagrange 公式 


fi(w) 一 fio(w) = cs: (t— t oe) 沁 € (a, b), 


( 瑰 | 
a /， 


大 g(w). 
由 推论 5 即 得 (7) 式 . 当 fi 是 复 函数 时 , 分 别 对 实 部 和 虚 部 进行 同样 的 证 明 ， 
可 知 (7) 式 成 立 . 口 
推论 7 如 果 在 一 有 限 区 间 [a,9] 上 , 对 一 切 we f,f(w) 对 上 连续 , 且 对 一 切 
€ [a, 0],w € 1, |f(w)| < g(w),9 可 积 , 则 对 一 切 t € [o, 引 ， 


1 (fst) dr = 小 LU tr) dp(w). (8) 


所 以 对 任意 to € (a,b),w € 0， 


Ho) — feo(w) 
t—to 
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又 车 以 上 的 假定 在 每 一 有 限 区 间 上 都 成 立 , 且 | ”| 反 (w)|dt < h(w),h 关 于 刀 可 积 ， 


则 
人 / fi(w)dp(w)dt = 人 VA fot ale) (9) 


其 中 关于 + 的 积分 都 是 黎 曼 积分 . 
证 “(8) 式 的 左 端 是 (2)dn(w) 的 原 函 数 〔 由 控制 收敛 定理 易 知 filo) 


du(w) 是 关于 t 的 连续 函数 , 因而 原 函数 存在 ), 由 于 (8) 式 两 端 在 t = a 时 皆 为 
零 , 因此 只 需 证 (8) 式 右 端 也 是 到 (w)du(w) 的 原 函 数 , 即 右 端 关于 t 的 导数 等 于 


rante) 
由 于 sf fr(w)dr 站 fr(w)dr 


ar < &-o)olo), Wm / “f.(w)dr 关于 4 可 积 ,利用 推论 6 即 得 


5 ( 和 | Ai dro)= / 4( 人 Ar dp(w) 


= / fi(w)dp(w). 


二 |fi(w)| < g(w),g 可 积 , 同时 < / | 广 ( 














所 以 (8) 式 右 端 是 / fi(w)du(w) 的 原 函数 ， 于 是 对 任何 + é [a 可 ,(8) 式 成 立 . 


( / | for) 的 可 测 性 可 用 第 4 章 的 Fubini 定理 证 明 . 根据 前 一 部 分 的 假设 ， 
对 于 任意 a < b, 有 


b b 
/ ( ) had 人 ja / ( / fat arth, 
b b oo 
| 人 fi(w)dt| < / Ifi(w)lat < / fe lat < hlw), 
h 关于 可 积 . 利用 控制 收敛 定理 , 令 a 一 -00,5 一 +co 即 得 


\ ( / ho dt = / ( 人 Ad dpu(w). 口 


对 于 无 穷 项 级 数 的 问题 , 也 可 以 利用 收敛 定理 得 到 一 系列 关于 求 和 次 序 互 换 、 
逐 项 取 极 限 、 逐 项 微分 、 逐 项 积分 的 条 件 . 事实 上 , 我 们 令 8 = {1,2,…},2f = 
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的 一 切 子 集 类 , 令 j({n]) = 1,n = 1,2,… 则 (2, xz, 站 是 一 个 o- 有 限 测度 空间 ( 称 
此 测度 / 为 计数 测度 )，/ fd = >f,f 关于 / 可 积 的 充分 必要 条 件 是 级 数 绝对 
收敛 n=l 

推论 8 fnm >0, 或》 | < gn, 对 一 切 m,n>1 成立》 gn < oo, 则 


k=1 n=1 


BY (10) 


m=1 n=1 n=1 m=1 


推论 9 当 m 一 oo 时 ,0< fm 名 台 [fom| < gms 3 gn <o0 且 lim fiom = 


所 对 一 切 n>1 成 立 , 则 es 
_lim Do im =) 六 (11) 
推论 10 若 0x< frm, 则 
lim > > lim fum 
n=1 n=1™™7™ 


这 些 推论 的 证 明 以 及 关于 逐 项 微分 、 逐 项 积分 的 命题 的 叙述 和 证 明 留 给 读者 . 
习题 及 补充 


1. 利用 Fatou-Lebesgue 定理 证 明 : 若 / 是 测度 ， 
i) 对 任意 可 测 集 列 {4.} 有 


HA(lim An) < lim jp(An). 
i) 车 j 有 穷 , 则 
nm, An) > ,Bm A(An). 
2. 若 对 一 切 te (to 一 6,to 十 申 , | 及 (w)| < g(w) 除 零 测 集 以 外 成 立 , 9 关于 4 可 
积 且 dm fi ER fto, a.e. 或 天 一 fio( 当 t 一 to), 则 
lip, /aa = /an 
3. 利用 控制 收敛 定理 证 明 


cosnt = 1 
2 1 2 + 可 人 2n 
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4. f 是 (2, oz, 由 上 的 可 测 函 数 , 若 f 可 积 , 则 集 {w: f(w) #0} 可 表示 为 可 数 
个 w 可 测 有 测度 有 限 的 集合 的 不 交 并 ,如果 仅 是 Jay 存在 中 (x J an= 


Oo 
> / fldn+ 5 / ou 
nl {nglfl<nt+1} 二 <If|< 


寻 十 1 一 


5. 设 Q={12… 小 必 = 0 的 一 切 子 集 类 , jy 为 计数 测度 , f(w) = 0we 1， 


1 
一 Ly ) 

天 j= i weET{ n} et 
0， w¢{1,..,n} 


则 所 (2) 一 (ww) 对 一 切 w 一 致 成 立 . 能 否 由 此 得 出 lim J. pn A f(w)dp? 
6. 车 / jiu 有限 , 则 对 一 切 4 e sy， / 户 du 一 致 地 趋 于 / Fun 的 充分 必要 
A A 
条 件 是 / fa flan = 0. 
7， 如 果 0 < 名 f( 或 0 < 六 2 月 则 当 有 限 的 3 [fm) 时 ， 
| A 人 f 对 于 4 e xy 一 致 成 立 .( 提 示 :0 < (f 所)+ < 可 积 函数 f, 且 


[om {#1 20) 


83.4 随机 变量 函数 的 数学 期 望 的 L-S 
积分 表示 与 积分 变换 定理 

在 这 一 节 ， 我 们 首先 给 出 随机 变量 的 数学 期 望 、 方 差 、 矩 等 数字 特征 的 定义 . 我 
们 会 看 到 随机 变量 的 方差 、 矩 以 及 更 广 一 些 随机 变量 函数 的 分 布 律 都 可 以 归结 为 
随机 变量 函数 的 数学 期 望 . 为 了 统一 解决 这 些 问题 , 利用 积分 变换 定理 给 出 随机 变 
量 函 数 的 数学 期 望 的 L-S 积分 表示 , 并 把 它们 转换 到 (R(™, 多 ("), Pe) 空间 上 进行 
计算 . 
3.4.1 ”数学 期 望 、 方差 及 和 矩 


定义 1 设 & 是 概率 场 (2,.x,P) 上 的 一 个 随机 变量 〈 实 或 复 值 ), 如 果 在 
1 上 关于 P 的 积分 存在 , 则 & 在 2 上 的 积分 称 为 & 的 数学 期 望 . 记 作 


Be= /oaP 上 
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这 个 概念 比 一 般 初 等 概率 的 概念 稍 广 一 些 , 一 般 初 等 概率 论 书 中 要 求 < 可 积 ， 
即 Elé| 有 限 . 

根据 一 般 积分 的 性 质 , 立刻 可 以 得 到 数学 期 望 的 性 质 . 

性 质 1( 可 加 性 ) ”如 果 概 率 场 (2, wz, P) 上 的 随机 变量 6 …… ,é， 的 数学 期 望 
都 存在 , 且 E&i +…+ Eén 有 意义 , 则 &1 十 … 十 &n 的 数学 期 望 存在 且 


E(t1 十 十 各) = Ett + BEén. (2) 
性 质 2 设 是 一 有 限 常数 , & 的 数学 期 望 存在 , 则 cé 的 数学 期 望 存在 且 
E(cé) = cEé. (3) 


如 果 & 是 复 随机 变量 , 则 要 求 Blt| 有 限 . 
性 质 3( 乘 法 定理 ) ”如 果 概率 场 (92, sz, P) 上 的 随机 变量 &,… ,én 独立 且 非 
负 或 有 有 限 的 数学 期 望 , 则 


尼 ( on) = Eé1... EBén. (4) 


证 ”只 和 需 证 明 n= 2 的 情形 , 对 一 般 情形 不 难 用 数学 归纳 法 推出 . 
i) 设 &,n 是 非 负 可 测 函 数 的 情形 已 获 证 明 , 当 上 ,7 是 一 般 实 可 积 函数 (数学 期 
望 有 限 ) 时 , 由 
纪 =( 扩 -二 (+ 一 全 )= 上 + 二 于 一 结 9 等 式 右 端 积分 存在 且 
有 限 (可 积 ) 因而 6 也 可 积 , 注意 到 {&1+,E-} 与 {7+,7} 的 独立 性 ， 
Eén= 有 + 六 十 有 人 一 有 一 
= EttEnt + E€ 人 一 一 ET 
= —€ )E(n -7 )= EéEn. 
于 是 只 需 对 &,n 是 非 负 可 测 函 数 的 情形 证 明 本 性 质 . 下 面 我 们 用 函数 形式 单 
调 类 定理 证 明 该 性 质 . 本 
ii) 设 6,7 独立 , 非 负 可 测 , ” 是 非 负 简单 函数 , 不 妨 设 7 = 》 akXe, 双 为 8 
k=1 
上 实 函 数 集 . 
LS={é > 0, 可 测 , 与 7 独立 , B&n = EE&En} 则 工 为 2- 系 . 事实 上 ， 
D le 工 , 显然 ; 
ID 工 中 有 限 个 函数 的 线性 组 合 仍 属 于 也 ; 


II) 如 果 &%€ L,0< én 了 &, 则 由 单调 收敛 定理 及 非 负 可 知 E&n= lim Etnn= 
limPen En = EEEn, 且 作 为 与 9 独立 的 函数 的 极限 , & 与 7 独立 . 当 & = x 为 示 性 
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函数 时 , 由 &,n 独立 , 知 集合 4 与 {B1, B2，…… , Bm} 独立 , 因此 


mm mm mm 
Etn=EY》 akXaXs = > arP(AB) = 》 arP(A)P(B:) 
k=1 天 一 1 k=1 


= P(A) > ,akP(Bk) = EéEn, 
k=1 


即 工 包 含 一 切 可 测 集 的 示 性 函数 . 由 单调 类 定理 可 知 L 包含 一 切 与 7 独立 的 非 负 


随机 变量 . 
ii) 当 &,n 均 为 非 负 可 测 , 上 ,7 独立 时 , 令 


1 
过， weBe- {二 <1< < 二 hk=0,1,..,n2n —1, 
Tn(w) = 


n, wE Bn2r = {n>n}. 





此 时 &,m 仍 独立 , 由 这 及 单调 收 和 敛 定理 知 
Eén= lm Eénm= lm EtErm = EéEn. 
显然 , 如 果 Et, En 有 限 , 则 Etm 有 限 . 


iv) 最 后 设 &,7 是 两 个 独立 的 复 随机 变量 , 已 知 它们 分 别 有 有 限 的 数学 期 望 , 仿 
i) 可 以 推出 |é&n| 可 积 , 设 上 = 6 十 论 2,7 二 训 十 im2, 其 中 刀 ,é2,mm,m 是 实 随 机 变量 . 
根据 复 随机 变量 独立 性 定义 , (&1,&2), (91 ma) 独立 , 且 它 们 的 数学 期 望都 有 限 , 于 是 


利用 i) 得 到 
Etén= E(é + ié2)(m + im2) 
= Etim + ibéim + ibé2m 一 Eé2m 
= EtiEm +ibtiEnm +ibt En — Eté2Erm 
= (Eéi +iBé2) (Em 十 和 12) 
= Eé: En. 


例 1 设 (&1,… ,én) 是 概率 场 (2, xy, P) 上 的 ” 维 实 随机 变量 , t1,…… 


实 参数 , 则 随机 变量 ) = ei(H 和 +…+tm") 的 数学 期 望 有 限 . 事实 上 
Eln|=1:P(0)=1. 
故 对 任何 (三 ， 让 ,tn) € R™, 


f(t ,tn) = Bei(tét ttnén) 


(5) 
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有 意义 , 称 为 (&1,.… , &%) 的 特征 函数 . 它 和 分 布 函数 一 样 , 可 以 完全 刻 划 随机 变量 
的 概率 特性 , 是 一 个 很 重要 的 工具 , 我 们 将 在 第 6 章 专门 讨论 . 
特别 当 &,… ,én 独立 时 , eiH 生 ,…. ,et 人 也 独立 , 于 是 得 


f(t1,* ,tn) = Beitit... Beitnén (6) 
= f(b) fn(tn), 


其 中 f(tx) 是 &x 的 特征 函数 ,= 1,… ,n. 
定义 2 ” 设 & 是 概率 场 (9, xy,P) 上 的 随机 变量 ,上 几乎 处 处 有 限 , Et 存在 ， 
则 Elé -Etl? 称 为 & 的 方差 , 记 作 


Dé = Elé — Eél?. (7) 
当 Et 有 限时 , 由 于 
攻克 2= (€— Eé)(é€ ~ Eé) 
=|é —é€. BEé—é€. E+|Eél?, 
利用 数学 期 望 的 性 质 , 立 得 
Dé = 可 导 一 | 本 六 (3) 


性 质 4 ”如 果 概 率 场 (2, xz, P) 上 的 随机 变量 41,… ,对 分 别 有 有 限 的 数学 期 
望 , 且 两 两 独立 , 则 


D(6 + + én) = Da 十 … 十 Din， (9) 


特别 当 与 ，… ,名 有 有 限 方差 时 , &1 +… 十 én 也 有 有 限 方差 . 
证 因为 &,… ,én 有 有 限 数学 期 望 , 利用 性 质 1,&1 十 … 十 如 有 有 限 数学 期 
望 且 
E(t +:*+én) = Eéi+.+ Eén. 


由 此 有 
|(&1++ én) — E(t + +én)) 
= [(&1 — Eé)+:…+ (én — Eén)[(é€1 — Eé1) + :+ (én — Eén)] 


=|41 — Et + + |én — Eénl? + > (é; ~ Eéi)(é; — Eé;). 
i¥j 
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由 于 & 与 .与 公关 力 独立 , 因而 & 一 Bé&; 与 与 一 丈 ) 独立 且 有 有 限 的 数学 期 望 , 于 
是 当 i 关 ij 时 ， 


E(é&i — Eéi)(é; — Eé;) = BP(éi ~ Eéi)E(é; — EBé;)= 0. 





从 而 得 到 
El(é& 十 …: 十 &n) — E(é1 +… 十 nj 
= Elé1 一 已 6 +. + Elén ~ Eénl?. 
此 即 (9) 式 . 口 
定义 3 ” 设 6,n 是 概率 场 (2, .of,P) 上 的 随机 变量 , 数学 期 望都 存在 , 则 

benSE(é — Eé)(n — En), (10) 

(如 果 存 在 ) 称 为 & 对 7 的 相关 和 矩 , 又 若 Dé&, Dn 关 0 且 有 限 , 则 
Tén 一 De (11) 

称 为 6,n 的 相关 系数 . 


当 &=” 时 , ben = Dé. 

性 质 5 若 ben, Ten 存在 ， 则 

i ben = bne, ren = Tné; 

这 |ben| < VDE- Dn, |ren| < 1, 且 若 Dé #0, 则 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 

P(n= at +b)=1, 
其 中 
a = ben/ Dé, b= En—abpEt. 

ii) 若 &,n 独立 且 都 有 有 限 的 数学 期 望 , 则 pv = 0, ren = 0. 

证 i), 这 ) 显然 , 让 的 第 一 部 分 由 积分 的 性 质 立 刻 推出 , 今 证 让 的 后 一 部 分 . 
令 

A= 五 7 二 (aé oh b)l2, 
则 
A= El(n — En) — a(é ~ EA +|En — aEé — bl? 
= Dn + |al? Dé ~ dben — aben + |En ~ abé — bl? 
2 
+ |En — aBé — bl2. 


be 
WDE DE 





= Dn— lbenl? 4 
DE 
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故 当 加 
un b= En— abé, 


A 取得 极 小 值 时 a 
A=D,— Pe = Dn( -re 


因此 , |rey| = 1 的 充分 必要 条 件 是 
A= / In— (at +b)l?2dP = 0. 


由 积分 的 性 质 知 
P(ln ~ (aé +b)| #0)=0. 

此 即 所 要 证 的 结论 . 口 

由 这 可 知 , A = Dn(1 一 |rey|?) 表示 用 at +b 作为 9 的 近似 值 的 精确 程度 , 也 
表示 &,n 之 间 线性 关系 的 强 弱 . 而 A 又 依赖 于 re 因此 ren 表示 与 7 之 间 线性 
关系 强 弱 的 程度 . 

定义 4 设 & = (如 ,名 ) 是 概率 场 (2,xz,P) 上 的 n 维 随机 变量 , 则 称 
Ek = (E&1,… ,én) 为 的 数学 期 望 , 称 方 阵 


bi1,**: , bin 
… bi; = 6 一 (12) 
bn1,**: , bnn 


为 & 的 相关 方 阵 . 
性 质 6 ”如 果 bj = besej,i,j = 1,…n 有 限 , 则 相关 方 阵 非 负 定 , 因而 
ba ,bin 
之 0. 
bni, 人 , bnn 








证 ”对 于 任意 一 组 复数 厂 ,… ,th, 永远 有 
> >》 bitil= > YE(& — EEi)(é; — EE)tity 


i=1 j=1 i=1 j=1 
2 


一 五 之 0. 





Dti(é — Eé:i) 
i=1 





由 此 可 见 , € 的 相关 方 阵 为 非 负 定 的 , 因此 , 行列 式 非 负 . 口 
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如 果 将 5 = (eu .… ,6) 了 解 为 随机 落 入 nn 维 空间 的 点 , 那么 BE = (Be1,… ， 
én) 可 以 解释 为 (&1,… ,én) 的 平均 位 置 . 至 于 mn 维 随机 变量 的 相关 方 阵 , 则 表达 
了 各 分 量 围绕 它们 的 数学 期 望 的 疏散 程度 , 以 及 各 分 量 间 相关 程度 的 一 组 数学 特征 
的 总 和 . 下 面 的 性 质 可 以 说 明 这 个 解释 (也 是 性 质 5 中 ii, 的 推广 ). 

以 如 表 m” 维 随机 变量 上 = (&1,… ,) 的 相关 方 阵 , r(B) 为 B 的 秩 , 则 r(B) 
也 称 为 “的 秩 . 于 是 有 

性 质 7 (&1,… ,名 ) 的 秩 为 r(< n) 的 充分 必要 条 件 是 

i) 存在 n 一 " 个 线性 无 关 的 n 维 向 量 (9，… ,地 )1 = 1,2,… ,n 一 7, 使 得 


(FB) 0 en) = (13) 
k=1 
和 

ii) 对 于 任何 0 < ri < ” 不 存在 n - ri 个 线性 无 关 的 n 维 向 量具 有 性 质 i). 

这 个 性 质 说 明 (&1,… ,én) 的 秩 为 > 的 条 件 是 以 概率 1 分 布 在 一 个 + 维 超 
平面 上 , 而 不 可 能 以 概率 1 分 布 在 低 于 7 维 的 超 平面 上 . 这 个 性 质 我 们 不 再 证 明 ， 
读者 可 参考 克拉 美 著 的 《统计 学 数学 方法 》( 中 译本 )822.5. 

定义 5 设 & 是 概率 场 (2, oz, P) 上 的 一 个 实 随机 变量 , 我 们 规定 下 面 的 名 称 
和 记号 : 


Qk = EEér,k = 0,1,2,... (14) 
(如 果 存 在 ) 称 为 上 的 k 阶 原点 矩 ; 
Lk= E(€— Er k=0,1,2,... (15) 
(如 果 存 在 ) 称 为 的 大 阶 中 心 矩 ; 
Br = Elél'(r > 0) (16) 
称 为 & 的 r 阶 绝对 乞 . 
容易 看 出 上 的 一 阶 原点 矩 就 是 & 的 数学 期 望 ， 
oa = 有 = 和 mn (17) 
当 & 是 实 随机 变量 时 , 二 阶 中 心 矩 就 是 它 的 方差 , 即 
12 = BC- Eé)? = Dé. (18) 


中 心 矩 与 原点 矩 之 问 有 简单 的 关系 (假定 所 涉及 的 矩 都 存在 ), 事实 上 , 由 于 


人 -本 -CD (me 
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所 以 
n= EE€— Et)"= 》 (-1)"™* 了 ] mm 一 kak， 19 
全 ) 权 0 


而 ao = lail = m, 得 到 


Ln = DD 的 mnm kok + (—1)” 1(n — 1)m”. 
k=2 
具体 地 写 出 来 就 是 
Ho= 1, 
= 0, 
HH2= 02— m2, 
13 = as — 3mo2 + 2m’, 


Li4 = ad — 4mas + 6m?a2 一 3m4, 


性 质 8 。” 如果 Elé|” < oo, 则 对 于 r' < 7, Eltl” 有 限 , 而 且 对 于 大 入 mm BE 存 
在 并 且 有 限 . 
证 ”因为 当 0 <r<r 时 


él" < 1+ él", 


故 有 
Eltl” < 1+ Blél”. 


这 就 证 明了 性 质 的 前 一 部 分 , 而 后 一 部 分 是 前 一 部 分 的 直接 推论 . 
3.4.2 ”积分 变换 定理 , 随机 变量 函数 的 分 布 律 及 数学 期 望 的 L-S 积分 表示 


由 于 一 般 测度 空间 及 一 般 的 积分 理论 是 比较 广泛 的 , 掌握 起 来 是 比较 困难 的 ， 
因此 将 概率 论 的 问题 归结 到 一 类 比较 易于 掌握 的 空间 上 来 的 想法 是 可 取 的 ， 

因为 分 布 律 完全 描述 了 随机 变量 的 概率 性 质 , 对 于 和 n 维 随机 变量 有 关 的 积 
分 理论 , 有 可 能 变 为 在 概率 空间 (RW™, .8("), P:) 上 来 讨论 , 其 中 Pe 是 & 的 概率 分 
布 . 完成 这 个 改变 的 基础 是 积分 变换 定理 . 

定义 6 车 f 是 (0,x) 到 (X, 多 ) 上 的 可 测 映射 , 5 是 (2, oz) 上 的 测度 , 则 
称 py 

Af(B) 人 HU (B)) Be (20) 


为 4 在 (X, 多 ) 上 由 f 导 出 的 测度 . 
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例 2 若 & 是 概率 场 (0,.x,P) 上 的 nn 维 实 随 机 变量 , 则 & 的 概率 分 布 PB 是 
(BR 多 中) 上 由 & 导出 的 测度 . 

定理 1( 积 分 变换 定理 ) ” 设 f 是 可 测 空间 (82,.x) 到 可 测 空间 (X, 多 ) 的 可 测 
变换 , 9 是 (X, 多 ) 上 的 可 测 函 数 , 是 (2, oz) 上 的 测度 , py 是 在 (X, 多 ) 上 由 了 导 


出 的 测度 , 则 
上 sofdn= | 9GH7- (21) 
f-1(B) B 
上 式 的 意义 是 : 如 等 式 一 方 的 积分 存在 , 则 另 一 方 的 积分 也 存在 , 而 且 二 者 相等 . 式 
中 的 gof 是 g 和 的 复合 映射 


证 首先 令 g=x, 其 中 e 多 , 则 
上 Xedps= ps(FNB) = pf-1(F) NSB)) 


= .| Xf-1(F)dh = / Xx of dp. 
f-1(B) f-1(B) 


于 是 定理 对 于 示 性 函数 成 立 . 由 积分 的 线性 性 质 知 定理 对 9 是 非 负 简单 函数 的 情 
形成 立 . 若 9 是 非 负 可 测 函数 , 则 存在 简单 函数 序列 {gn},0 < gn 1 9, 此 时 {gno 了 } 
也 是 简单 函数 序列 且 0 < g of 190f, 因此 定理 对 非 负 可 测 函 数 成 立 , 若 9 是 实 


可 测 函 数 , 则 
/ gt o fd1 = / gtadps, (22) 
f-1(B) B 


ee 9 ofdp= J saps (23) 
而 (gof)+ = gt+of, / gay 存在 的 充分 必要 条 件 是 (22), (23) 式 中 有 一 有 限 , 它 也 
B 
是 gfay 存在 的 充分 必要 条 件 . 
f-1(B) 


对 于 复 可 测 函 数 g = gi 十 ig2(g1,g2 是 实 可 测 函 数 ), 由 于 go f= gi1of+ig2o7， 
应 用 实 可 测 函 数 的 结果 , 可 证 定理 仍然 成 立 . 口 

为 了 将 随机 变量 函数 的 分 布 律 及 数学 期 望 转化 为 (RD, 有 (), Pe) 上 的 积分 , 我 
们 先 给 出 L-S 积分 的 定义 . 

定义 7 设 4 是 (Rm, 多 (四) 上 的 LS 测度 ,f 是 (RM,B 中 )( 或 (R 中 ,8")， 
多 ("是 Bm 对 测度 /的 完全 化 ) 上 的 可 测 函 数 , 称 (RO 中 ,外 ,) 为 L-S 空 间 , 车 
F 是 与 1 对 应 的 分 布 函 数 , 称 f 关于 jy( 或 关于 FF) 的 积分 为 Lebesgue-Stieltjes 积 
分 , 简称 L-S 积分 , 在 RY 上 的 积分 记 作 


i 和 或 
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在 集 B e 多 (或 多 4") 上 的 积分 记 作 
ff fe 2 全 Zn]GdF(TZ1， ,on 或 fe et , Tn)dh 
在 区 间 [a, 8) 上 的 积分 记 作 


bl1 bn 
小 |/ f(z1,::: ,Tn)dF (71,:.. ,Tn) 
Ql Qn 


或 


f(z1, 人 , Tn)dp, 
[a,2) 


其 中 a = (al ,Qan),b = (bi1,:… ,bn). 

特别 , 若 j 为 n 维 Lebesgue 测度 , 则 称 (RD 有 0 ， 1) 为 Lebesgue 空间 , 简 
称 万 空间 , f 关于 jy 的 积分 称 为 Lebesgue 积 分 , 简称 三 积分 . 了 在 Rom, 集 了 区 
闻 [o, 包 上 的 积分 分 别 记 作 


1 …| jz ,Znjdzl drn， 


/ra am 
B 


bl bn 
A a zl ,Tn)dr1 dzn， 
现在 我 们 来 解决 本 节 的 中 心 问题 ， 以 下 几 个 定理 实质 上 是 积分 变换 定理 的 直 
接 推 论 。 
定理 2 设 上 = (各 ,名 ) 是 (2,oz,P) 上 的 维 实 随机 变量 , 它 的 分 布 函 
数 是 已, 则 对 于 m” 维 Borel 集 G 


PEeG)= ff rte, 过 二 (24) 
G 
其 中 积分 表示 L-S 积分 . 


证 ”在 积分 变换 定理 中 令 (X, 多 ) 为 (RY), 多 中 ),f = 6,9 = 1,p = P, 则 
Hf = 因而 


Plé € G)= P(é77(G)) 


ap= [ape= /Jie mm) 口 
é-1(G) G 二 
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在 82.3 定理 4 中 , 我 们 已 经 看 到 随机 变量 的 Borel 可 测 函 数 的 分 布 函数 由 随 
机 变量 的 概率 分 布 决定 , 现在 我 们 给 出 随机 变量 函数 的 分 布 函数 的 L-S 积分 表示 . 

定理 3 设 €= (6&1,…,&n) 是 (8,yY,P) 上 的 n 维 实 随机 变量 , 它 的 分 布 
函数 是 下 (Zz1,… ,zn),gk,k = 1,… ,m 是 n 维 实 空间 上 的 有 限 实 Borel 函数 . 令 
nk 二 gk(&1 En) 二 1,… ,m, 则 随机 变量 (m1,… ,mm) 的 分 布 函数 


机 nm = 人 /ee ah (25) 
G 


其 中 积分 区 域 
G={(zi ,Zn) :gg(z Zn) < Yr k= 1 ,mm}. (26) 
证 ”由 下 面 事件 的 等 式 


{nN1 < 芒 Nm < =to: 996(w) ,én(w)) < Hn, 
i ,gm(&1(w1), Ss , én(w)) < ym} 
={w2 : (1(w),* ,én(w)) €E G} = {(61,*… ,én) € G}. 


再 由 定理 2 有 
Fn mm (V1 ,Ym) = P(m < Yi ,Nm < ym) 
= 了 (人 JeG= 大/ ae 人) 
G 
这 就 是 定理 所 要 证 明 的 等 式 . 0 


下 面 是 随机 变量 函数 的 数学 期 望 的 L-S 积分 表示 . 

定理 4 设 上 = (6 ,名 ) 是 (2,w,P) 上 的 n 维 实 随机 变量 , 已 知 它 的 
分 布 函数 是 忆 又 9 是 n 维 实 空间 上 的 有 限 Borel 函数 ( 实 值 或 复 值 ), 则 7 = 
g(&1,… ,én) 的 数学 期 望 存在 的 充 要 条 件 是 g(z1,… ,zn) 关于 F(z1,… ,zn) 的 积 
分 存在 且 


En = Eg(é1,... ,én) = ff ge ,Tn)dF (zi)... ,Ln). (27) 
证 ”由 积分 变换 定理 , 当下 式 两 端的 积分 有 一 存在 时 ， 


人 goédp= [gle san)dP (28) 
6-:(ROD) 


R(n) 


而 (28) 式 的 左 端 为 /gle(w))aP = / 9(&,… ,sn)dP = Bn. 由 于 Re 对 应 的 分 布 
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函数 是 FF, 故 (28) 式 的 右 端 就 是 


人 
关于 En 存在 的 充分 必要 条 件 也 同时 得 出 . 0 
推论 车 & 是 (2, wy,P) 上 的 实 随机 变量 , 其 分 布 函数 为 F, 则 & 的 数学 期 望 
存在 的 充分 必要 条 件 是 /zdP(z) 存在 , 且 当 / zdF(z) 存在 时 


Eé = 小 ZadF(z). (29) 


在 一 些 概 率 论 的 教科 书 中 将 (29) 式 作 为 数学 期 望 的 定义 , 不 过 多 半 把 (29) 式 
右 端 的 积分 理解 为 R 一 S 积分 (Riemann-Stieltjes 积分 ). (关于 一 元 函数 的 RR 一 5 积 
分 的 定义 见 [17] 三 卷 一 分 册 548 目 .) 


习题 及 补充 


1. 设 &,7 为 实 随 机 变量 , 62, 72 的 数学 期 望 有 限 , 则 D(E+7) = DE + Dn 的 充 
分 与 必要 条 件 是 Btn = Et : En. 

2. 随机 变量 (61,… ,&) 与 (mn,… ,mn) 同 分 布 , 9 是 RW 上 的 Borel 可 测 函 
数 . 证 明 : 车 Eg(&1,… ,én) 存在 , 则 Eg(m1,… ,mm) 存在 , 且 


Eg(&1,: oe , En) > Eg(m, pa , Mn). 


由 此 证 明 (&1,… ,én) 与 (m,… ,7n) 有 相同 的 数学 期 望 、 相 关 方 阵 及 各 阶 矩 ， 
3. 设 是 一 实 随机 变量 , m 是 一 个 实数 , 满足 以 下 条 件 : 


1 1 
PUé€ < m}) > 53, P(E >m)) > 7: 


( 称 满足 上 述 条 件 的 m 为 € 的 中 数 . ) 证 明 
i) 对 于 任意 实数 o， 
Elé —ml| < Elé —al. 


ii) € 的 中 数 、 数 学 期 望 和 方差 之 间 有 下 述 关系 : 
Eé ~ VDE < m < Et + VDEé. 


4 车 &,… ,是 n 个 随机 变量 , 它 的 分 布 函数 分 别 为 F(z),… ,F(z),” 
是 一 随机 变量 , 分 布 函数 是 二 (F(z) + … + F(z)), 设 7 是 一 个 正 数 , 证 明 : 车 
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Bléx[" ,k= 1,… ,n 有 限 , 则 Elnl” 有 限 , 且 
Blnl" = =) Eléxl", 
k=1 
5. 设 是 一 个 随机 变量 , 分 布 函数 为 F(z)， 


Rs él<o, 


c, l|é| zc. 
6. 设 F(z) 是 一 分 布 函数 , 按 定义 


b 
/ f(s)dF(z) = / f(s)dF(z). 
a [a,b) 


间 / “f(z)aF(z) 与 1/ (ojdPto) 是 否 相等 ? 在 什么 情况 下 它们 不 相等 
a a,b 
7. 设 随机 变量 ¢ 具有 分 布 函数 F(z) , 求 下 列 各 随机 变量 的 分 布 函 数 : 
i) 7 =at+b,a,b 是 实数 ; 
i n= Es (P({é =0}) =0) 


iii) 7 = teé; 人 (人 下 = 0,k=.…. -oa 


iv) 7 = cosé. 

8. 设 (&1,… ,én) 的 分 布 函数 为 F(z1,.… , zn) 试 求 下 述 随机 变量 的 分 布 函数 . 

i) 7 = max{é1, ,én}; 

ii) 6 = min{€1,:.… ,én}. 

再 若 61y ,En 独立 同 分 布 ， 试 证 (07,6) 的 分 布 函数 Fne(v, u) 是 (F(v)]" I 
g(wa)IP(o) (wj", 其 中 Fo) 是 6 的 分 布 函数 , 而 g(wa) = | 

9. 求证 : 对 于 随机 变量 上 及 正 值 上 升 函数 f(z),z > 0, 恒 有 


P(t| 2 os< 了 型， (z > 0). 


0， Z 芝 0， 
F(z)= 4 02, 0<zg1, 


LU<v. 


oa2 二 和 7Z>1l( 入 >0). 


f(z) 是 RD 上 Borel 可 测 函 数 , 试 计 算 L-S 积分 
广 F(z)dF(z). 


83.5 ”离散 型 和 连续 型 随机 变量 


在 82.3 我 们 粗略 地 叙述 了 离散 型 和 连续 型 随机 变量 的 定义 , 在 这 一 节 将 要 重 
新 给 出 它们 的 数学 定义 及 数字 特征 的 计算 公式 .因为 在 理论 上 研究 对 连续 型 随机 
变量 时 常常 使 用 Lebesgue 积分 , 但 在 实际 计算 时 , 为 了 利用 古典 数学 分 析 的 已 有 结 
果 , 则 使 用 Riemann 积分 (简称 R 积分 ), 因此 在 讨论 连续 型 随机 变量 之 前 我 们 先 
对 工 积分 与 R 积分 进行 比较 , 弄 清 它们 之 间 的 关系 . 
3.5.1 ”离散 型 随机 变量 

定义 1 设 £= (&1,… ,én) 是 概率 场 (0, x,P) 上 的 n 维 随机 变量 , 且 每 一 
名 只 取 有 限 个 或 可 数 个 ( 实 或 复 ) 数 为 值 , 则 称 上 为 n 维 离散 型 随机 变量 . 

我 们 回忆 简单 函数 和 初等 函数 的 定义 , 即 知 n 维 离 散 型 随机 变量 就 是 (2, wz, P) 
上 的 n 个 简单 函数 或 初等 函数 所 作成 的 取 有 限 值 的 n 维 向 量 函 数 . 

车 & 只 取 zx1, zk2,… 为 值 , 则 


P(t1 = zi ,én = Trl) = Ph lk = 1,2,.*, 
ns, ee (1) 


是 & 的 分 布 阵 列 , 由 它 可 以 决定 概率 分 布 
P(t € B)= >》， Di (2) 


(T1111 Tnin)EB 
值得 特别 注意 的 是 : 从 实际 问题 中 抽象 出 离散 型 随机 变量 并 给 出 (1) 式 所 标 出 
的 一 切 概率 p, … 1, 时 , 必须 要 求 它 满足 : 


Di > 0, 对 一 切 =1,2,:… ,k=1,.…,n. (3) 
》， Piln = 1. (4) 
ln 


在 第 2 章 中 我 们 讨论 的 二 项 分 布 、 多 项 分 布 、Poisson 分 布 、 多 维 Poisson 分 
布 的 随机 变量 等 都 是 离散 型 随机 变量 的 例子 . 今 再 举 几 例 . 

例 1 设 有 NN 个 产品 中 ,其 中 有 M 个 是 废品 , 今 从 中 抽出 ”个 , 令 表示 抽 
出 的 ”个 产品 中 废品 的 个 数 , 则 & 为 一 只 取 0,1,… ,min(n, M) 中 的 数 为 值 的 离散 
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型 随机 变量 , 其 分 布 列 为 


P(E£ =k)= (人 = 0,1,.… ,min(n, M). 
人 
这 就 是 它 的 分 布 律 , 称 为 超 几 何 分 布 律 . 


例 2 若 é& 表示 某 射 手 在 射击 试验 中 第 7 次 射 中 的 试验 次 数 , 若 每 次 射 中 的 
概率 为 p, 则 


P(e =r+ 朋 = ( 卫 ) ro) (9) 
a (Cr) (r+ 1) 
如 的 分 布 函数 为 

F(z) = jz 

和 区 9 
这 个 函数 称 为 负 二 项 分 布 , 而 当 r = 1 时 称 为 几何 分 布 (这 个 分 布 的 概率 场 的 建立 
参看 84.3 例 2). 


现在 我 们 给 出 离散 型 随机 变量 数字 特征 的 计算 公式 . 
定理 1 设 €=(&1,…,&) 是 (0,7,P) 上 的 离散 型 ” 维 随机 变量 , 所 取 的 
一 切 可 能 值 为 
(al ，…， ,Qnla 11 ,ln 一 1,2,…， 
且 


P( = Q11 ;En = Qni,) = ply ln 1 ,ln = 1,2,.…， 


车 有,… ,fm 是 RW 上 的 有 限 值 Borel 函数 , 则 
4 三 (fi1(é1,.… En) jn , én)) 
仍 为 离散 型 随机 变量 , 设 它 取 的 一 切 可 能 值 为 
(biri,**: ;bmrm), T1, ;Tm 一 1 2, …， ) 
则 7 的 分 布 列 为 
P(fi(é) = Dr , fm(é) 一 bmrn) 
一 》， 了 1 (7) 


Fali antim) 一 bkr 
Fs 
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若 g(z1,… ,zn) 是 RW 上 的 Borel 函数 ( 实 或 复 值 ), 则 Eg(&1,… ,所 ) 存在 的 充 
分 必要 条 件 是 级 数 的 和 


De 9g(ala ;Qnts )DD ,ln (8) 


ly ln 


存在 , 且 在 Eg(&1,… ,én) 存在 时 


Egl&i, Po , én) = 》， g(a I , Qnln Pliy ln: (9) 


1,* ,ln 


注 ”此 处 所 说 的 级 数 的 和 存在 , 比 数学 分 析 中 的 级 数 收敛 要 广 一 些 . 是 指正 项 
的 和 与 负 项 的 和 至 少 有 一 有 限 . 
证 ” 记 (&,… ,én) 所 取 的 一 切 可 能 值 的 集合 为 
B= {(Q1n,* ,Qntn ) : li, ,ln 一 1,2,..…} 


一 > {(@1) °° ,Qni, )}eB"™), 
Uy ,ln 


其 中 {(au,,… ,ani,)} 表示 单 点 集 . 那么 
有 天 (RD — B)= P({w : (€1(w),… ,én(w))eR™ — B}) 
= P(g) =0, 
Pe({(Q11)°"* ;amn)}) = P(é1 = a1n, °° ,én = Qnl) 

= Pl ,ln 

于 是 

P(f1(é)= br , fm(é) se mr ) 
> P(&1 = a ,én = On,) 


fk(all1 onin)=bkrk 
es 


二 > | Pl ,ln* 
了 (altL ,anin)=bkrk 
天 一 1 ,mm 


即 (7) 式 成 立 . 利用 数学 期 望 的 LS 积分 表示 知 Eg(&1,.… ,名 ) 存在 的 充分 必要 条 
件 是 … / gle.… ,zn)dF(e1,… ,zn) 存在 , 再 利 用 不 定 积 分 的 0- 可 加 性 
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(§ 3, 推论 2), 当 积分 存在 时 ， 
Bo(6 a a Dn de) 


=/ g(Z1) ,zn)dPe+ / g(z1,.." ,Tn)dPe 
B Rm_B 


一 》， / gf(Z1， 这 , Tn )dPe 
{(a11 人 ,Qnin)} 


Uy ln 


-> > g(Qi1,* ,Qnin jpl1,* wi 
Lt 


即 Eg(&1,… ,én) 存在 的 充分 必要 条 件 是 (8) 中 的 级 数 和 存在 , 且 存 在 时 (9) 成 立 口 
设 是 取 值 a1,a2,… ,7 是 取 值 ,bo,… , 的 离散 型 随机 变量 , 根据 上 面 的 定 
理 , 立即 得 出 


Eé€= > ,arP(é = ax), 
k 

Dé= > lar — Eél?P(E = ak) 
k 


= >》 lak2P(E = ag) — |Eél?, 
k 





ben= YY (ak — Eé)(ba — En)P(é = ak,n = bi), 
k Ll 


大 人 = Bei = 5 etar P(e = oi)( 当 € 为 实 随 机 变量 时 ). 其 中 Be, Dé 及 flt) 分 


k 

别 表示 € 的 数学 期 望 、 方 差 及 特征 函数 , be 表示 上 和 7 的 相关 甜 . 

通过 计算 不 难 求 得 在 二 项 分 布 B(n,p) 中 参数 np 即 Et, 而 Dé& = np(1 -中 ). 
在 Poisson 分 布 中 参数 入 既是 随机 变量 的 数学 期 望 又 是 方差 . 对 于 这 样 一 些 分 布 ， 
这 些 参数 完全 决定 了 分 布 律 . 
3.5.2 ” 工 - 积分 与 R- 积分 的 关系 

关于 万 积分 的 定义 在 8 4 定义 7 中 已 经 给 出 , 现在 我 们 先 对 n 维 空间 上 的 R 
积分 的 有 关 概 念 作 一 些 必要 的 说 明 (参看 [17] 三 卷 一 分 册 ). 

首先 , R 积分 是 在 可 求 积 区 域 上 定义 的 , 我 们 先 从 平面 上 的 可 求 积 区 域 及 其 面 
积 同 工 集 及 其 工 测度 作 一 对 比 . 在 数学 分 析 中 , 先是 定义 了 有 限 和 矩形 [a,b) 的 面 
积 , 其 中 a = (@1, a2),b = (b1, 502): 


S([a,b)) = (b1 ~ a1)(b2 — 02), 
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然后 定义 有 限 个 不 相 重合 的 有 限 矩 形 五 …… , 构成 的 图 形 (不 妨 称 之 为 折 边 矩 
形 )P = 五 十 … 十 五 的 面积 


5(P) = >_ 5(D) 


对 于 任意 一 个 有 界 区 域 G, 我 们 考察 包含 在 G 的 内 部 的 折 边 矩形 P' 和 包含 G 的 
折 边 矩形 P”, 如 果 


本 1 
Sup, S(P’) = pinf,S(P"), 


则 称 G 为 可 求 积 区 域 , 并 且 它 的 面积 定义 为 
S(G) = np S(P’')= pinfo, S(P”). 


可 以 证 明 可 求 积 区 域 都 是 工 集 , 并 且 它 的 面积 就 是 它 的 工 测度 . 

对 于 nn 维 空间 中 的 可 求 积 区 域 , 情况 与 此 完全 类 似 , 只 要 把 上 面 定 义 中 的 平面 
矩形 改 成 n 维 空间 中 的 长 方 体 [a,5),a = (a1,… ,an),b = (b1,… ,bn), 而 它 的 体积 
定义 为 V([a,5)) = (b1 一 1)… (bn 一 an), 其 他 的 叙述 都 适用 于 n 维 空间 的 情形 . 这 
样 一 来 , 可 求 积 区 域 都 是 有 界 的 工 集 , 而 它 的 体积 就 是 工 测度 . 因此 以 下 我 们 把 可 
求 积 区 域 G 的 体积 就 用 jy(G) 来 表示 , 4 是 工 测度 . 

可 求 积 区 域 G 上 函数 f(z1,… ,zn) 的 RR 积分 (n 重 积分 ) 定义 如 下 : 将 G 划 
分 成 有 限 个 互 不 相交 的 可 求 积 区 域 G1,… , Gm 的 和 集 , 将 此 分 划 记 为 了 


G= Gi+.…+ Gm 


Gi,i = 1,… ,m 的 直径 中 的 最 大 者 记 作 1(T), 在 每 一 Gi 中 任 取 一 点 (zi,… ,i,) 
EGi, 如 果 


mm 


了 二 re 人 Ji ;Di )H(Gi) (10) 


存在 (有 限 ), 且 与 划分 方式 及 (zi;,,… ,zi,) 的 选择 无 关 , 则 称 f(z1,… ,zn) 在 G 
上 RR 可 积 , 并 称 了 为 f(z1,… ,zn) 在 G 上 的 积分 , 记 作 


ff se se)de don = 1. GD) 
G 
可 以 证 明 f(z1,… ,zn) 在 G 上 RR 可 积 的 充分 与 必要 条 件 是 


™m mm 
dm 2 Min(Gi) = lim ,mip(Gi), (12) 
”让 1 这 1 


1 IT) 一 0 
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其 中 
M:; = sup en On )， 


(z1 ,Tn)eG 


We a (13) 


现在 我 们 比较 可 求 积 区域 上 的 工 积分 与 RR 积分 . 
定理 2 ”如 果 可 测 函 数 f 在 可 求 积 区 域 C 上 已 可 积 , 则 f 在 G 上 也 是 工 可 
积 的 , 而 且 f 在 G 上 两 种 意义 下 的 积分 相等 , 即 


Jean don = | fle zn)dy, (14) 
G 


其 中 必 是 工 测度 . 

注 ”在 这 一 小 节 对 RR 积分 与 工 积分 在 表示 法 上 有 所 区 别 ， (9 式 左 端 表 示 RR 
积分 , 右 端 表示 工 积分 . 

证 ”由 于 f 在 G 上 RR 可 积 , 因此 f 在 G 上 有 界 , 同时 AMG) 有 限 , 所 以 了 在 
G 上 工 可 积 , 于 是 只 要 证 明 (14) 式 成 立 . 

对 于 G 的 每 一 分 划 T,G = Gi 十 … 十 Gm, 令 


m 
jz ,Tn) 一 Dj mixe, (zt …: , Tn), 
?一 1 


M 
fr(z1, ee ,Tn)= Dmixe, (Z1, A , Zn)， 
t=1 


其 中 mi, Mi; 的 意义 如 (13), 显然 /和 7 是 简单 函数 且 在 G 上 
fr < f < fr 


于 是 
Dm Gd = | fran < [Ton < | Teron = MAG) 


令 1(T) 一 0 由 (12) 即 得 (14). 口 
定理 2 对 于 无 界 区 域 也 成 立 . 在 无 界 区 域 上 的 RR 积分 (n 重 广义 积分 ) 是 如 下 
定义 的 : 
设 G 是 一 无 界 区 域 , 用 任 一 单 连通 的 可 求 积 区 域 G' 截 割 它 , GmG' 是 可 求 积 
区 域 . 若 f(z1,… ,zn) 在 每 一 GN G' 上 可 积 , 且 当 G' 的 边界 带 着 它 所 有 的 点 移 到 
无 穷 远 去 ; 使 自 原点 到 这 边界 上 的 点 的 最 小 距离 R 增 大 到 无 穷 , CnG' 逐渐 笼 单 住 


5 和 


区 域 G 的 所 有 点 时 ， Jim 三， … / f(z1… ,zn)dr1,… ,dvs 存在 且 有 限 , 则 称 
它 为 无 界 区 域 G 上 函数 f(z1,… ,zn) 的 (广义 ) 积分 . 记 作 


| dr ,njdzl .dz 


可 以 证 明 , 当 n > 2 时 f(z1,… ,zn) 在 无 界 区 域 G 上 R 可 积 当 且 仅 当 
|f(z1,… ,zn)| 在 G 上 RR 可 积 ( 即 在 G 上 R 绝对 可 积 ). (参看 [17] 第 三 卷 第 
一 分 册 587, 588 目 ) 

定理 3 ”如 果 可 测 函 数 f(z1,:… ,zn) 在 无 界 区 域 G 上 R 绝对 可 积 , 且 在 
G 的 每 一 有 界 可 求 积 部 分 R 可 积 , 则 f(z1,… ,zn) 在 G 上 工 可 积 , 且 在 G 上 
f(z1,… ,zn) 的 两 种 意义 的 积分 相等 , 即 


人 ,rnjdzl den = | re, ,zn)dp. 


证 取 Gk 至 [( 一 六 … ， —k), (k, .+ ,)), 由 于 | (zi ,Tn)| 在 G 上 R 可 


积 , 故 
ff ee, , Tn)|dr1: dzn 
G 
=m, ff le- ,Tn)|dz1: .drn, (15) 
GNGE 
有 限 . 由 定理 2 
fen ,Tn)|dr1 dzn 
GNGE 
=/ |f (p41 ,Tn) ap, (16) 
GNGE 


而 在 G 上 , 0 < |f(z1… ,zan)|lxeus(zi ;Zn) T |f(z1,… ,Zn)|,(k 一 00), 利用 单 
调 收敛 定理 及 (16), (15) 式 即 得 


fre , Tn)|adp 

9 

= Lim / | (za ,Tn) XG (Tz1,*** ,Tn)dp 
一 oo JG 


= lim |f(z1,:…: ,Tn)ldp 
GNGE 


天 一 oo 
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= lim ea ,QTn, 
= /fre , Tn)ldzr1 … dzn < oo， 
G 


故 |f(z1,… ,zn)| 在 G 上 工 可 积 , 因而 f(z1,… ,zn) 在 G 上 工 可 积 . 
其 次 , 由 于 对 一 切 (21,… ,zn) e G， 


17(z ,Zn)Xe (Z1 , Tn)| < | (zi , Zn), 
又 ff 在 G 上 工 可 积 , 而 且 在 G 上 


jz ,Tn)Xo, (Tl , Tn) f(z1,.…: , Tn), (Kk 一 00) 


利用 控制 收 伍 定 理 及 定理 2 ,就 有 
[ f(z1, ER ,Tn)dp 
G 
= lm, | fe sem), (er. san)dp 


二 mm jz ,Tn)dp 
GNG 


k—00 
一 = lim a /- 人 ) mn)dzl… ‘dzn 
GNGEk 
= /ma de 国 
G 


注 上面 所 给 的 广义 n 重 积分 在 n = 1 时 和 mn > 1 时 具有 不 同 的 性 质 ， 一 
元 函数 关于 无 界 区 域 的 广义 积分 , 绝对 可 积 蕴含 可 积 , 但 可 积 并 不 能 保证 绝对 可 积 ， 
而 当 n > 2 时 可 积 与 绝对 可 积 等 价 . 在 定理 3 中 为 了 保证 对 n= 1 也 成 立 , 所 以 我 
们 假设 |f(z1,… ,zn)| 可 积 , 其 实 对 于 n > 2 来 说 , 只 假定 f(z1,… ,zn) 可 积 就 够 
下 面 给 出 一 个 可 积 但 不 绝对 可 积 的 例子 . 
例 3 f(z) = = ) 上 R 可 积 , 但 不 绝对 可 积 , 且 在 工 积分 意义 下 也 
不 可 积 (积分 不 存在 事实 上 ， 
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而 
S |sinz b si 
/ Lp mm / Lp 
0 一 co 0 T 


(参看 [17] 第 二 卷 第 三 分 册 439, 455 目 .) 这 时 不 能 推出 sz 在 0, co) 上 工 可 积 
因为 如 果 Saz 在 0, ce) 上 工 可 积 , 利用 控制 收敛 定理 


Bs 
/ ne i [ |inel 
[0,00) 化 一 co J0 也 


/ ely lsinz| 7 
[0,b) 了 0 I 


b |sinz sinzx 
Ba | < 
这 与 | 到 | 在 ooo) 上 的 已 积分 不 存在 (= +co) 矛盾 0 

上 面 的 推理 完全 适用 于 一 般 情 况 . 如 果 一 元 函数 f(z) 在 无 穷 区 间 上 RR 可 积 ， 
但 非 绝 对 RR 可 积 , 则 f(z) 非 工 可 积 , 并 且 可 以 证 明 工 积分 不 存在 . 

对 于 无 界 函 数 的 积分 (广义 n 重 积 分 ) 也 有 类 似 于 定理 3 的 结果 , 不 再 在 此 
详 述 了 . 

为 了 应 用 的 方便 , 我 们 给 出 以 下 

推论 1 ”如果 在 有 限 矩 形 [(ai1,… ,an), (b1,… ,bn)] 上 f(zi,'… ,zn) 连续 或 
在 有 限 个 分 片 光滑 的 n 一 1 维 曲面 上 有 不 连续 点 (但 保持 有 界 ), 则 /zi…… ,zn) 在 
工 积分 及 尺 积分 两 种 意义 下 均 可 积 且 两 种 积分 相等 . 

推论 2 ”如 果 在 Reo) 上 f(z1,… ,zn) 连续 , 或 在 任意 有 限 区 间 上 不 连续 点 分 
布 在 有 限 个 分 片 光 滑 的 n 一 1 维 曲面 上 (但 保持 有 界 ), 且 f(z1,… ,zn) 在 RW" 上 
RR 绝对 可 积 , 则 f 在 Reo) 上 工 可 积 , 且 f 在 Re 上 两 种 意义 的 积分 相等 . 

下 面 我 们 对 工 积分 给 出 类 似 于 RR 积分 的 变量 替换 公式 . 

设 (R89, B89,4s) 和 (RAM, BI4", hi) 都 是 Lebesgue 测度 空间 , 设 Dec5h 
DseB4" ,在 Ds 和 Di 之 间 存在 一 个 一 一 对 应 : 

21 = Titi, ,tn), 
(三 ,tn) € Di. 


Tn 二 Tn(t1, Ne ,tn), 


函数 zi(t1,… ,tn),i = 1,… 在 区 域 D; 上 存在 连续 偏 导数 , 假定 函数 行列 式 


D(z1 和 zn) 
ies de t1,.…. ,tn D,. 
J D(t1,-:- ,tn) #0,( 1, ,t ) E t 


在 有 限 区 间 上 


因此 得 到 
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再 设 Ds 和 D: 是 由 光滑 或 逐 片 光滑 的 曲面 围 起 来 的 , 或 者 是 整个 ” 维 空间 或 半空 
间 . 对 于 任意 有 限 区 间 [o, 已, 令 


jc ,Tn) 3 XIabnp。(zZ1…: ,Tn), (Z1 , Tn) E Da， 


由 f 有 和 界 , 其 不 连续 点 分 布 在 有 限 个 逐 片 光滑 的 n 一 1 维 曲 面 上 . 根据 [17] 第 三 卷 
第 二 分 册 649 目的 结果 (对 变量 替换 公式 中 的 函数 f 推广 至 在 有 限 个 逐 片 光滑 的 
n 一 1 维 曲面 上 有 不 连续 点 的 有 界 函 数 ) 有 


fs f fe, , Tn)dr1: :drn 
a J f(z1(t) + ,Tn(t))|Jlat dt， 
上 述 积分 既 可 理解 为 RR 积分 , 又 可 理解 为 工 积分 . 因而 上 式 即 
fo a= ,eno (m1 ,nl Nad 
DN[a,b) z-1(Dz) 
即 对 一 切 a,b € RD， 


As(Ds N [a,b)) = 人 erxeanp(OMGOad 


2z-1( 


= J (Dlaae. 
rz-1(DzN[a,b)) 


通过 取 极 限 , 上 式 对 a = 一 00,b = +o6 的 情形 均 成 立 , 因而 
Az(Di: NB)= / 


|J(ld4 BEC™ 
z-i1(DiNB) 


成 立 . 由 于 逆 象 的 性 质 、 不 定 积分 的 o- 可 加 性 以 及 4 是 Ds n gS? 上 的 测度 知 上 
式 两 端 都 是 定义 在 Da n Co) 上 的 测度 , 因而 可 以 扩张 为 De n Bs) 上 的 测度 , 且 
扩张 是 唯一 的 , 即 对 一 切 Be Ds n BS 有 


to(B)=) ,MO 


于 是 对 (D。, Ds n 9) 上 非 负 简单 函数 j= 5 aix。 有 
i=1 
上 fjade = 让 


CiXA; (z)d4z 
1 


2 i= 


i 


= Ae (DeN A) = Do / IJ(Dlade 


二 于 Z-1(Dzn4i) 


= 人 ,Dee-ar OO 
ZL(Dz-) 
3712 


= aiXa. (T(t))|JT Gd 
A 


= 人 ,Tea 
使 用 单调 收敛 定理 知 对 一 切 非 负 可 测 函 数 
小 f(z)dhs = / f(z(O) TO lad (17) 
Dz 2-1(D-:) 


成 立 , 从 而 对 一 切 积分 存在 的 实 、 复 可 测 函 数 上 述 变 量 替换 公式 成 立 . 
3.5.3 ”连续 型 随机 变量 


定义 2 ” 设 上 = (&1,… ,én) 是 概率 场 (0, wz, P) 上 的 n 维 实 随机 变量 , 它 的 
分 布 函数 是 F(z1,… ,zn), 若 有 一 (Rom)) 上 的 非 负 可 测 函 数 p(z1,… ,zn) 存 
在 , 使 得 对 任何 z = (z1,… ,zn) € Re) ,有 


了 1 In 
Fon ,on)= | p(t1,:** ,tn)dti dt (18) 
一 co 一 oo 


成 立 , 则 称 £ = (&1,… ,名 ) 是 连续 型 随机 变量 , 而 p(z1,… , zn) 称 为 上 的 概率 分 
布 密度 (简称 分 布 密度 ). (18) 式 右 端的 积分 为 工 积分 , 当 p(x1,… ,zn) 的 R 积分 
存在 时 也 是 尺 积分 . | 

注 ” 由 $5.2 的 结果 , 今后 Rm) 上 的 工 积分 与 R 积分 在 积分 符号 上 不 加 区 别 . 

关于 连续 型 随机 变量 , 有 很 多 在 实际 应 用 中 重要 的 例子 , 我 们 在 第 2 章 82.1 中 
所 举 的 均匀 分 布 、 正 态 分 布 及 n 维 正 态 分 布 便 是 其 中 最 重要 的 几 例 . 其 他 的 例子 
请 参看 [3]. 

现在 我 们 先 给 出 连续 型 随机 变量 概率 分 布 的 工 积分 表示 以 及 连续 型 随机 变量 
函数 的 分 布 律 及 数学 期 望 的 工 积分 表示 式 . 

定理 4 车 上 = (&1,… ,所 ) 为 具有 分 布 密度 的 连续 型 ” 维 随机 变量 , 则 


Pl eG@) = FeO)= [3 fps td dt, (19) 


又 若 91(Z1) 人 ;gm(Z1 , Tn) 是 mm 个 实 Borel 可 测 函 数 ， 而 nk 一 gk(é1, 
Es ,En),k = 1,..: ,0 ) 则 (m1 , Nm) 的 分 布 函数 
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Fi nm (Yi 一 f-/ p(T1,.* ,Tn)dr1: .drn. (20) 


9k(z1，…… ,Tn)<Yk 
k=1,.… ,mm. 


上 述 积分 为 工 积分 , 当 p(zi,… ,zn) R 可 积 且 积分 区 域 为 可 求 积 区 域 时 可 以 理解 
为 及 积分 . 

证 ”根据 第 2 章 82.3 知 Pe 是 多 上 的 概率 , 因而 是 oc- 有 限 测度 , 而 由 不 定 
积分 的 o- 可 加 性 (§2.3 定理 2 推论 2) 知 


vp(A) = ;fo ,tn)dti: :din, A € B™ 
也 是 一 个 罗 () 上 的 -有 限 测度 , 并 且 对 任何 wb e RY,a < b. 
Pe([a,b))= Ab,aF = ff ?0 ,Zn)jdzi :drn 


= p([ab)), 
其 中 已 是 的 分 布 函数 , 第 二 个 等 式 可 由 积分 的 性 质 推 得 , 再 由 第 2 章 82.3 分 布 
函数 唯一 决定 L-S 测度 知 
P:(A) =p(4),4e 轨 人 
(19) 式 即 获 证 明 . 而 
P(m < Yi ,Mn < Yn) = P(gk(é1,.…: , én) < yr,k = 1,..: ,mm) 
=P( ,én) € G) = P(G), 

其 中 G = {(z1,… ,zn) : gk(T1,… ,Tn) < ykyk = 1,… ,mm}, 因而 由 (19) 推 得 
(20). 口 

下 面 我 们 推导 一 个 求 连续 型 随机 变量 函数 的 分 布 密度 公式 , 它 在 实际 计算 中 是 
很 有 用 的 . 

定理 5 设 £= (6&1,… ,&n) 是 连续 型 随机 变量 , 其 分 布 密度 为 pe (x1,… ,zn)， 
Rm 上 的 ”元 可 测 函 数 y = (y1,… ,yn), 其 中 yi(7z1,… ,zn),i 二 1,… 满足 下 
述 条 件 : 除 Reo) 中 的 工 - 零 测 集 N 而 外 , 存在 至 多 可 数 个 两 两 不 交 的 可 求 积 区 域 


(Dejen 使 Rom -NN = Dow, 对 一 切 h 函数 y 把 Dak 中 的 点 一 对 一 地 映射 
二 

到 BR) 中 的 可 求 积 区 域 Dy 上 (不 同 的 未 必 不 相交 ), 在 每 一 Ds 上 , 设 y 的 逆 

映射 为 Zh) (2 区 A 其 中 ze®) A zz (y, I , Yn), i = 1, ,Nn 是 Dyg 上 

的 连续 函数 , 且 具 有 连续 的 偏 导数 , 函数 行列 式 
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(zl … , Zn) 
D(yi,.…: ,Yn) 


若 中 二 (mm , Tn), 其 中 ni = Yi(€1,. ,En),i = JT5 ) ?2 则 7 是 连续 型 随机 变量 ， 
其 分 布 密度 为 


大 (0 ,Yn) = #0. 


SS k 
pny ,Yn) = Xpo( Yn) Per ) (yg ,yn), 
k=1 
en , TAK) (y1, + ,Yn))|Jk (Yi . ,Yn)|. (21) 


证 ”由 定理 4 不 难 求 得 , 对 任意 B e 名” 
P(ne B)= fs rete , Tn)dr1 :dzn, 


其 中 G = {(z1)… ,zn) : (zt Tn) ,Yn (Tl ,Tn)) € B} e BZ(". 于 是 


oOe 
Pe B= | /co aaa den 
k=1 机 


利用 85.2 导出 的 工 积分 变量 替换 公式 ， 以 及 z-1(G NN Dsk) = y(G NN Dzk) = 
BNMDyr 有 


oo 
P(ne B) = .5 .mca , Yn) 。 
k=1 My 
zn (Dn) CW ym) lay dyn 
= 上 xp ,Yn) [Jk (V1, 
B k=1 


k 大 
名 jpe(z 人 (dd 


由 于 上 式 对 一 切 B e 多 和) 成 立 , 且 被 积 函 数 为 非 负 Lebesgue 可 测 函数 , 因而 7 为 
连续 型 随机 变量 且 


Oo 
pn (Yi Yn) = DXDsr (Fi Yn) | Yn)| 
k= 


pe(z) (y1, + ;Yn), , ZK) (z1 , Tn)). 口 


例 4 (连续 型 随机 变量 的 线性 变换 ). 设 上 = (&1,… ,én) 是 具有 分 布 密度 
p(Z1,… ,zn) 的 随机 变量 
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mM = cp + bik = 1 ,n, (22) 
j=1 


且 nxn 方 阵 C = (cry) 的 行列 式 不 为 零 , 则 7 = (mm,… ,mn) 为 连续 型 随机 变量 ， 
其 分 布 密度 


EE 冠 9) (23) 
lil \#a 1 
其 中 (ch) = 0-1, |ICl| 表示 行列 式 |C| 的 绝对 值 


事实 上 , 作 变 量 代 换 
yk = Da + bk,k = 1,... ,n, 
则 
1 = ,cip(Yk — bp),l = 1 ,n. 
这 一 变换 的 函数 行列 式 和 
Dl me 


在 Rm 上 不 为 零 , 且 变 换 是 一 对 一 的 , 根据 定理 5 即 得 所 求 . 
例 5 设 (&1,&2) 的 分 布 密度 为 p(z1,x2), 则 6&2 是 连续 型 随机 变量 且 其 分 


布 密度 
Deié2 (z) 二 人 部 人 : dz. 


事实 上 , 设 y(z1,7z2) = zi:zoya(ziza) = 72,N = {(71, 72) : 22 = 0, (71,72) € 
RY}, Dyi = {(21, 22) :za < 0}, Doa = {(z1, 72) :zz > 0}, 在 Dok,k = 1,2 上 , 映射 
y 分 别 将 Di 映 成 Du = {(yi1,y2) : yz < 0}, 将 Dzz 映 成 Duoa = {(y1,y2) : y2 > 0}， 
而 逆 映 射 
ZX1(y1,y2) = 色 ， 
22 
Zz2(Y1,Yy2) = yo- 
函数 行列 式 
J (yi,Y2) = a k=1,2. 


在 Di Dyz 上 不 为 零 , 连续 , 因而 根据 定理 5, 设 = &1&2,7p = 2, 则 


1 31 
Dni,n2 (yi1,y2) = (Se) 
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而 m1 = 6 &2 的 分 布 密度 为 


391 I 
pei.é2(7) = / 部 (可 je 


例 5 为 我 们 提供 了 一 个 方法 , 当 (m4,… ,nm),m < n 时 我 们 仍然 可 以 利用 定 
理 5 计算 (mh,… ,mm) 的 分 布 密度 , 只 要 适当 地 添加 n 一 m 个 (&,… ,&) 的 连续 
函数 即 可 . 

进一步 的 例子 , 读者 可 参看 文献 [17] 中 的 § 2.8. 

定理 6 设 = (&1,… ,&n) 是 具有 分 布 密度 p(z1,… ,zn) 的 连续 型 随机 变 
量 , g(zi1,… ,zn) 是 元 Borel 可 测 函 数 , 则 Eg(&1,… ,én) 存在 的 充分 必要 条 件 
是 g(z1,… ,zn)p(T1,… ,zn) 在 RW 上 的 工 积分 存在 , 且 在 Eg(&1,… ,én) 存在 
时 


Eg(é1,.…: , En) =/ - 9(Z1) ,Zn)D(Z1,…， ,Zn)dzZl dm (24) 


这 一 定理 是 下 面 关 于 一 般 积 分 性 质 的 直接 推论 . 
定理 7 设 / 是 可 测 空间 (92,xY) 上 的 测度 , 和 是 (2, oz) 上 某 一 非 负 可 测 函 
数 p(w) 的 不 定 积分 (因而 是 gt 上 的 一 个 测度 ): 


和 (4) = ao4 EA. 
则 (82, .1) 上 可 测 函 数 g(w) 的 积分 | g(w)dX(w) 存在 当 且 仅 当 / g(w)p(w)dp 存 
在 , 且 在 积分 存在 时 , 对 任意 Ae xy 
/ g(o)dA(w) = / glw)p(w)dp(w). (25) 
A A . 
证 “首先 当 9 是 示 性 函数 时 , 即 g = Xs,B e of, (25) 式 成 立 , 即 
/ g(w)dA(w)= 站 xs(w)jdAM(w) = X4n B) 
A A 
=/ rom 人- / xs(w)p(w)dp(w) 
ANMB - A 
/ glw)p(w)du(w). 
A 


从 而 由 积分 的 线性 性 质 及 单调 收敛 定理 知 (25) 式 对 一 切 非 负 可 测 函 数 成 立 . 
设 9 为 实 可 测 函 数 , g+,g- 分 别 为 其 正 部 和 人 负 部 , 则 gt+p,g-p 分 别 为 gp 的 正 
部 和 负 部 . 由 已 证 结论 易 见 / gdX 存在 的 充分 必要 条 件 是 g+dA， 小 g-dA 不 同时 
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为 +eo, 而 fra 一 f sipan, {oa 二 Ja 因而 fs 存在 的 充分 必要 
条 件 是 / pd 二 1 g-pdp 不 同时 为 +eo, 即 jl gpdy 存在 . 且 在 积分 存在 时 


fs0= /va | oe 
A A A 
= / gtpdp 一 / g pdp 
A A 
= / 9DGH. 
4 


最 后 对 复 可 测 函 数 g, 只 要 分 别 考虑 它 的 实 部 和 虚 部 即 可 , 不 再 歼 述 . 口 
当 我 们 把 定理 应 用 于 
= 人 /pe , Tn)dr1:: 


Pe 相当 于 定理 中 的 入, 而 j 为 n 维 工 测度 , 并 应 用 § 4 定理 4 的 结论 即 得 定理 6. 
例 6 设 é 是 在 [a,6] 上 均匀 分 布 的 随机 变量 , 由 第 二 章 知 其 分 布 密度 为 


0，7 < a 或 x >，， 
pe(z) = 1 


本 ， a<r<ob. 
—a 




















这 里 看 到 & 的 数学 期 望 是 [a,6] 的 中 点 , 这 同 我 们 的 直观 理解 是 一 致 的 . 
从 此 例 的 简单 计算 中 我 们 看 到 R 积分 在 这 里 所 起 的 作用 . 当 RR 积分 存在 时 ， 
我 们 把 积分 看 作 RR 积分 , 立刻 可 以 应 用 数学 分 析 的 一 切 结果 进行 计算 . 
例 7 设 & 是 按 N(a,o?) 分 布 的 正 态 随 机 变量 , 它 的 分 布 密度 为 
p(7) = 7 
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我 们 来 计算 它 的 数学 期 望 和 方差 
五 上 = 2 Re Sd 


270 J_oo 


1 2 £2 
= -一 一 ot+a)e 7 dt, 








有 = 





1 co 
= No 
| |. 


= 一 一 ot’e zdt t= 
启 | ( Oo | 


o?2 { 经 ] 十 co be t2 } 
三 一 二 4| 一 如 7 十 e zdt 
V 27 | | 一 co 人 


一 o2. 


在 上 面 的 计算 中 由 于 被 积 函数 是 R 绝对 可 积 的 , 因而 可 以 看 作 RR 积分 . 其 中 的 变 
量 蔡 换 既 可 看 作 RR 积分 的 变量 替换 又 可 看 作 工 积分 的 变量 替换 . 

由 以 上 计算 得 知 正 态 分 布 N(a,o?) 中 两 个 参数 分 别 为 数学 期 望 和 方差 . 因此 
正 态 分 布 律 由 数学 期 望 和 方差 这 两 个 数字 特征 完全 决定 . 因而 的 高 阶 矩 由 oo 
表示 . 通过 计算 求 得 上 的 有 阶 中 心算 


0， ”为 奇数 时 ， 
Lp= EE -oat=4 ok 局 k 为 偶数 时 








对 于 按 二 维 正 态 律 N(a, 56,07,o2,7) 分 布 的 随机 变量 (&,m), 通过 计算 求 得 
Et=a, E,=%b, 
Dé =0o?, D,= 032, 


ben = E(t ~ a){(n —b) = ro102, 
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7T67 一 了. 


这 样 , 二 维 正 态 律 的 五 个 参数 ob oz,o3,r 分 别 是 £,n 的 数学 期 望 、 方 差 和 相关 
系数 . 

对 于 n 维 正 态 分 布 , 可 求 得 类 似 的 结果 . 

许多 有 用 的 分 布 律 , 例如 由 按 正 态 分 布 律 分 布 的 随机 变量 的 函数 产生 的 x?- 分 
布 , Xx- 分 布 , t- 分 布 , -分 布 等 等 , 它们 的 分 布 密度 及 数字 特征 都 可 以 应 用 这 一 节 的 
公式 计算 出 来 , 请 读者 参看 有 关 的 概率 论 教科 书 . 这 些 分 布 在 数理 统计 中 起 着 重要 
的 作用 . 


习题 及 补充 


1. 设 &1,ét2 是 分 别 按 具 有 参数 Ni, 和 2 的 Poisson 律 分 布 的 独立 随机 变量 . 求 
二 1 十 &2 的 分 布 律 . 
2. 对 工 积分 证 明 变 量 替换 公式 : 若 f(x) 是 (RD, 多 由) 上 的 可 测 函 数 , z = z 人 


在 [a, 86] 上 导数 存在 且 大 于 零 (或 小 于 零 ), 且 z(t) = 人 2'(s)ds +z(a), 若 zx(8) = 


B 
bz(a) = a, 则 / “f(z)az- 存 在 的 充分 必要 条 件 是 站 f(z(t))z'(t)dt 存在 , 且 


b B 
jlodz= / f(z(t))z (Dat. 


(注意 : 此 处 没有 假定 z'(s) 的 连续 性 , 因而 不 能 直接 应 用 § 5.2 的 结果 .) 

3. 试 对 无 界 函 数 的 R- 广 义 积 分 同 工 积分 进行 比较 (R- 广义 积分 定义 见 《 微 
积分 学 教程 》 第 三 卷 第 一 分 册 590 目 ). 

4. 设 与 && 是 在 [a,b] 上 均匀 分 布 的 独立 随机 变量 , 求 n= &1 十 &2 的 分 布 函 
数 及 分 布 密度 . 

5. 设 是 连续 型 随机 变量 , 分 布 函数 为 F(zx), 试 求 F(E) 的 分 布 律 . 如 果 仅 有 
F(z) 是 连续 函数 , 结果 如 何 ? 

6. 设 上 ,my 是 独立 随机 变量 , 6 在 [0, 1] 上 均匀 分 布 , 7 按 二 项 分 布 律 B(n,p) 分 
布 . 试 证 :5 +7 是 连续 型 随机 变量 , 并 求 其 分 布 密度 . 

7. 设 上 7 独立 且 都 按 N(0,o?) 分 布 , 令 人 = ac+Hp1G = 号 -0D1 求 6 与 
C2 的 相关 系数 TE,C2: 

8. 设 & ,… ,&n 是 具有 相同 分 布 密度 p(z) 的 独立 随机 变量 , 且 当 xz < 0 时 
p(z) = 0, 当 z >0 时 p(z) 连续 , 其 次 设 经 为 各，…… ,én 按 不 降 顺 序 排列 时 的 第 大 
个 值 , 试 证 ( 竺 ,对 ))1 和 r 系 风 的 分 布 密度 为 
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nl SS 
a Fr ( sar) 0s &Y, 
0, 其 他 . 
(提示 . 证 明 步 骤 如 下 : 
i) 车 有 一 yk < 0, 则 Pl&? < yy, < yr) =0; 


ii) 车 Yk > Yk+1); 则 三 (好 < 31 … JE < yr) = P(-.. ) < Yk+1, ERt1 < 
Ykt1, 0 ); 


六 ) 车 0< ng<…<g<y, 则 


P(tf <y ,br < yr) 


=n!P(é1 < 1, ,Er <yr ti St & bn) 
人 二 RP < wm ,br<yr tits 


< ér,€ > ér,j =7+1,.…: , 1). 


将 此 式 写 成 积分 即 可 看 出 .) 
9. 设 F(z) 和 G(z) 是 两 个 有 界 分 布 函数 , f(z) 是 连续 函数 , 且 0 < cu < f(z) < 
ca < 十 oo( 一 00 < xX < oo), 若 对 一 切 ze RD)， 


Fa = 人 ynacgh， 


则 对 一 切 ye RD 


V 1 
cw = #0 


(提示 : 应 用 定理 7.) 
.10. 设 白 …… ,én 是 按 N(0,1) 分 布 的 独立 随机 变量 , 则 随机 变量 


nn 
= > 儿 
k=1 


的 分 布 律 称 为 具有 自由 度 为 ”的 x?- 分 布 . 求 -x?- 分 布 的 分 布 密 度 、 数 学 期 望 及 
方差 . 


又 设 x = Vx 试 求 x - 广 的 分 布 密度 
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no’ 
律 称 为 自由 度 为 n 的 分布 , 试 求 二分 布 的 分 布 密度 、 数 学 期 望 及 方差 , (n > 1). 
12. 设 冯 ,, 双 ,是 分 别 按 自由 度 为 m, na 的 x?- 分 布 的 独立 随机 变量 , 则 称 随 
机 变量 


11. 设 6,n 是 独立 随机 变量 , 且 上 按 N(0,1) 分 布 ,7 = 万 则 5 = &/n 的 分 布 


/ma 

Xx2,/n2 
为 按 第 一 、 第 二 自由 度 分 别 为 n1,n2z 的 F- 分 布 的 随机 变量 . 试 求 下- 分 布 的 分 布 密 
度 、 数 学 期 望 和 方差. 


83.6 7 次 平均 收敛 与 空间 工 ， 


7 次 平均 收敛 是 用 7 阶 绝对 和 矩 Et 一" 来 度量 偏差 大 小 的 一 种 收敛 性 . 当 考 
察 随机 变量 序列 的 7 次 平均 收敛 性 时 , 自然 假定 它们 的 ” 阶 绝对 矩 有 限 . 因此 这 种 
研究 是 在 > 阶 绝对 矩 有 限 的 随机 变量 所 成 的 类 中 进行 的 . 这 个 函数 类 按照 一 定 方 
式 定义 距离 , 作成 一 个 距离 空间 . (关于 距离 空间 的 概念 参看 关 後 直 著 《 泛 函 分 析 讲 
义 》 第 1 章 .) 即 通常 所 谓 的 空间 L.. 而 7 次 平均 收敛 等 价 于 按 这 个 空间 中 的 距离 
收敛 . 所 以 在 本 节 中 我 们 也 引出 这 种 空间 的 定义 和 基本 性 质 . 不 过 我 们 的 注意 力 还 
是 放 在 7 次 平均 收敛 的 性 质 及 + 次 平均 收敛 同 几 乎 处 处 收敛 、 概 率 收敛 、 分 布 律 
收敛 的 相互 关系 上 . 


3.6.1 ” 几 个 重要 的 不 等 式 
1* 车 a>0,b>0,0<a<1,a+6=1, 则 
a®be < aa + Bb, (1) 
且 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 a = 0. 
证 ” 当 a,b 之 一 为 零 时 , 结论 显然 成 立 . 故 设 ab 冯 0, 只 要 证 明 


人 so mw 


且 等 号 成 立 当 且 仅 当 a = 成 立 . 设 z = 则 z > 0. 再 设 
f(z)=7z*—ar—pb. 
则 


>0, 0<z<l, 
f(z) = or! 一 CQ 一 0， 工 一 1, 


<0, zz>1. 
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而 当 z=1 时 f(z)=0, 在 0<z<1 上 f(z) 递增 ,在 1<z< co 上 jz) 递减 , 故 
zc 一 aZ 一 8 和 0，0<Z<oco， 


当 且 仅 当 z = 1 时 等 号 成 立 . 这 就 证 明了 (1)', 并 且 当 且 仅 当 ac =6b 时 (1)' 式 中 等 
号 成 立 . 口 
2。H5lder 不 等 式 . 设 r > 1， = 十 = 1, 对 任意 随机 变量 上 ,7 都 有 


Elén| < E*|él EInl’, (2) 


其 中 Ei*|t|" 表示 (EIé|")* (以 后 经 常 应 用 类 似 记号 , 不 再 一 一 声明 ). 若 (2) 中 右 端 
有 限 , 则 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 存在 不 全 为 零 的 常数 c1,cz 使 cijé|"+cz|n|? = 0， 
a.e. 成 立 . 

证 当 &=0， Re 或 n=0,a.e. 或 E*|él” = oo 或 Es|n|s = co 时 (2) 式 显 然 
成 立 , 今 设 0 < Elét|", Elnl: < o0, 令 








利用 不 等 式 (1) 即 得 


[én| 
Erlél"Es|nl: 
两 边 取 数学 期 望 , 即 得 Hilder 不 等 式 . 显然 , (2) 中 等 号 成 立 的 充分 条 件 是 (2) 中 
等 号 a.e. 成 立 . 反之 , 如 果 (2)' 在 某 一 非 零 概率 集 4 上 等 号 不 成 立 , 则 (2) a 
不 能 成 立 . 由 1° 易 得 等 号 成 立 的 充 要 条 件 . 
当 r= 2 时 Halder 不 等 式 即 是 熟知 的 Schwarz 不 等 式 ， 








(2)' 


1 
<- 
T 


IEénl? < EI : Elnl?. 


3° 关于 数列 的 Cr- 不 等 式 . 


la 十 …. 十 an < Crlall 十 … 十 Crlan|”， (3) 
其 中 
c -| 1， 0<rgl, 
nl, r>1. 
(3) 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 , 当 站 > 1 时 是 a1 = … = an; 当 7 一 1 时 是 a1,… ,an 


同 号 , 当 r < 1 时 是 ga1,… ,on 中 至 多 有 一 个 不 为 零 . 
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证 "> 1 的 情形 : 设 € 是 以 概率 分 别 取 a1,.… ,on 为 值 的 随机 安 量 , 则 
Bl = 2 (ail + + lanl), 
BléFr = (la + + an). 
利用 H6lder 不 等 式 ( 取 7 = 1)， 


1 1 
z(t + lon) < (lor + + on): 


由 此 即 得 (3) 式 . 在 上 式 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 为 |al| = … = |anl, 再 由 绝对 
值 的 性 质 知 (3) 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 为 al = … = an. 
+ < 1 的 情形 : 只 需 证 明 a1,… ,an 不 全 为 零 的 情形 . 由 于 7 < 1 
ES | ee 
[a tl el bi 
将 上 述 不 等 式 相 加 即 得 (3) 式 . 


当 7 = 1 时 , 由 绝对 值 的 性 质 知 (3) 中 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 为 a1,…. ,an 
同 号 . 
当 r < 1 时 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 a1,.… ,an 中 至 多 有 一 个 不 为 零 . 
4° Cr- 不 等 式 . 设 6 ,… ,6 是 随机 变量 , 则 
至 后 十，… 十 名 二 CrBEI 人 十 … 十 CrBEl6， (4) 


其 中 C 如 3° 中 所 述 . 由 3° 易 得 等 号 成 立 的 条 件 . 

由 C- 不 等 式 容易 看 出 , 若 &1,… ,& 的 阶 绝对 和 矩 有 限 , 则 它们 的 和 6& 十 … 十 
饼 的 7 阶 绝对 矩 也 有 限 . 

5。Minkowski 不 等 式 . 设 r > 16,7 是 随机 变量 , 则 


Erlt+n < ErIé] + Er*Inl". (5) 


等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 当 7 > 1 时 是 存在 不 全 为 零 且 同 号 的 cl, co 使 cie -cam = 
0, a.e. 成 立 , 当 7 = 1 时 是 &,n, a.e. 同 号 . 
证 r=1 时 显然 .7 > 1 时 利用 Halder 不 等 式 ， 


Elt+n < Elélé + nt + Elnllé + nl-} 
r—1 Tr—1 
< Er .El tl tn + + Er El*lé + onl? 


一 ( 吾 #| + Et|n|") Et + oh. 
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上 式 等 号 成 立 的 充分 必要 条 件 是 上 ,ma.e. 同 号 且 存在 不 全 为 零 的 cu ca 及 ci,c% 使 
cilé]" + ca +n =0,ae. 且 ci|n|" + 十 m1" = 0,a.e. 由 此 易 得 关于 等 号 成 立 的 
结论 . 

如 果 Elé 十 mh = 0, (5) 显然 成 立 , 如 果 El 十 nl" = oo, 由 (4) 知 吾 | 引 - = oo 或 
Em" = ceo, 因而 (5) 也 成 立 . 而 0 < ElE 十 nw" < co 时 , 由 上 式 即 得 (5) 式 . 

6° 如 果 Elt|" 有 限 , 则 


EP|tl” < Elél", 当 0 < <r. (6) 


证 ”在 Hilder 不 等 式 中 取 7 为 三 > 1 取 为 |” 取 n= 1 即 得 所 欲 证 . 
3.6.2” 工 , 空间 


定理 1 设 六 是 概率 场 (0, x,P) 上 一 切 > 阶 绝 对 矩 有 限 的 随机 变量 所 成 
的 类 , 则 Zr 对 于 如 下 定义 的 距离 


Elé — nh, 0<7 乏 1 é€,nE€L, 


人 一 咱 r，7 > 1， 


作成 一 个 距离 空间 (a.e. 相等 的 随机 变量 看 成 Z 中 同一 元 素 ). 
证 . 当 &,ne€ Lr 时 , Bléi", Blnl" 是 有 限 实数 , 根据 G. 不 等 式 Elé 一 ni" 也 是 有 
限 实数 , 可 见 上 面 定义 的 d(é,n) 是 一 有 限 实数 . 现在 验证 d(é,m) 是 万. 中 的 距离 : 
iD d(é,n) > 0, 对 任意 £,n e 工 -; 
这 d(é,n) = 0 当 且 仅 当 上 = 7, ae.; 
过 ) d(&,n) = d(m,é), 对 任意 和 7 e Lr+ 成 立 . 
以 上 三 点 显然 成 立 . 至 于 
iv) 三 角 不 等 式 : 对 于 任意 &,7,C € 万 ， 


d(é,7) < d(é,¢) +dG7)， 
当 0<r<1 时 就 是 Cr- 不 等 式 , 当 7 > 1 时 就 是 Minkowski 不 等 式 . 口 
定义 1 如 果 é&,t € Lr,n =1,2,…, 刀 &% 一 一 0(n 一 co), 则 称 {6&%} 7 次 
平均 收敛 于 & , 记 作 &.- 呈 &. 当 7 = 2 时 , 通常 也 称 为 {&,} 均 方 收敛 于 &, 记 作 
mE 或 limén =&. 
显然 , r 次 平均 收敛 等 价 于 按 L. 的 距离 收 化 . 


其 次 , 当 &% € Li, Elén 一 一 0 时, 利用 Cr- 不 等 式 
Eltl” «< Cr 如 名 | 十 CrBlén — él" < oo (n 充分 大 ). 因而 & € Lr,é&n 一 2€. 所 以 


. 188 . 第 3 章 ”数学 期 望 与 积分 


为 了 证 明 所 二 6 当 已 知 所 e Li,n = 1 2… 时, 只 需 验证 Elé 一 一 0, 而 不 必 


预先 验证 £ e 工 .. 


定理 2 设 {&} c DT, 所定 某 一 上 的 充分 必要 条 件 是 Elém 一 én|" 一 0(m,n 一 


co), 因而 L. 是 一 完备 距离 空间 
证 ”条件 的 必要 性 . 假定 所 一 6 利用 0;- 不 等 式 ， 


Elém 一 如 | < CrElém — él + CrElén — él — 0, (m,n 一 co). 


条 件 的 充分 性 . 假定 E|é&% 一 名 一 0(m,n 一 oo) 根据 de6prmes 不 等 式 (§ 2.2 


定理 2 推论 ), 对 于 任意 s > 0， 


P{lém — én) > 时 和 志恒 6 一 名 一 Own 一 oo 


即 {e} 依 概率 相互 收敛, 因而 根据 第 二 章 85 定理 5 存在 子 序列 6o 2 某 一 《 


证 Elém— |" 一 0. 
对 于 任 一 固定 的 m， 


Em — én 2 Em 二 总 (m 一 oo). 
利用 Fatou-Lebesgue 定理 ($ 3 定理 1) 
Elém 一 el7 =E lim |ém 一 如 < lim Elém, cn. 
及 /一 oo 她 /一 Oo 
令 m 一 oo, 取 上 极限 ， 
lim Elém — él" < lim lim Elém 一 如 
710 一 OO M00 ns 00 
由 于 Jim, Elém, > 6 一 (0 等 价 于 
JE Elém — ém+vl| = 0， 对 v 一 致 地 成 立 ， 
因而 lim lim Elénm, 一 ém+v'|” =0 即 
lim lim Elém— én =0. 
7 一 OO 了 2 一 oo 


故 
lim Elém— él"=0. 


由 于 非 负 序列 下 极限 非 负 , 故 lim_ Bl6n -&|" =0. 


今 
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六 总 是 由 一 给 定 的 概率 的 空间 (2, of, P) 上 的 具有 有 限 的 > 阶 绝对 和 矩 的 随机 
变量 组 成 的 , 所 以 确切 地 应 记 作 工 -(2, of, P). 常常 也 要 考虑 一 般 测 度 空 间 (2, ez, 门 
上 的 次 绝对 可 积 函数 ( 即 11 rdk < oo 的 函数 /) 所 成 的 空间 L,(0, ofp) (不 
过 通常 多 限于 + > 1 的 情形 )，Z， 中 的 距离 永远 指 的 是 按 定 理 1 中 的 方式 所 定义 
的 . 应 该 指出 当 + > 1 时 L, 中 的 距离 可 由 L. 中 的 范 数 | 上 él| = Et|” 导出 , 由 于 
六 对 于 这 个 距离 是 完备 的 , 所 以 L.(r > 1) 是 Banach 空间 , 当 r < 1 时 , L; 中 的 
距离 则 由 L. 中 的 准 范 数 | = El#|” 导出 , 因而 L.(0 < > < 1) 只 是 一 个 Frechet 
空间 (参看 文献 [25] 第 2 章 ). 

由 (6) 式 知 当 Elél” < eco 时 , EEj” < 00,0 < m < m 所 以 函数 类 工 , 与 Er 之 
闻 有 下 列 的 包含 关系 : 

Tv DTr，(0<m<7). 

由 于 L,,l, 中 的 距离 的 定义 不 同 , 上 面 的 包含 关系 并 不 意味 着 D 是 L,, 的 子 距 离 
空间 . 但 ” 次 与 > 次 平均 收敛 之 间 具 有 下 列 关系 : 

性 质 1 车 6 号 6&0<r<n 则 6 

关于 r 次 平均 收敛 , 我 们 还 有 

性 质 2 若 &6 于 则 Blén|" 一 Blél". 

证 "<1 的 情形 : 利用 GC; 不 等 式 ， 


Blénl" < Blél + Elén 一 
Blél" < Blénl" + Elén — él", 
故 
Isr 一 BE < Blén 一生 一 0 
r > 1 的 情形 : 仿照 上 面 的 方法 , 利用 Minkowski 不 等 式 ， 


IE?|én)" 一 瓦 # 八 玫 Et|é, — él" — 0. :区 


性 质 2 也 可 由 距离 空间 的 性 质 直接 得 到 . 
3.6.3 7 次 平均 收敛 与 各 种 收敛 性 之 间 的 关系 


现在 我 们 来 比较 各 种 收敛 性 之 间 的 关系 , 为 此 我 们 引出 下 面 的 

定义 2 ” 设 &,t eT 是 一 族 随 机 变量 , 其 中 了 是 任 一 指标 集 . 

i) 如 果 当 P(A4) 一 0 时 / I&|dP 0 对 te 一致 成 立 , 即 对 任 一 e > 0, 存 
A 


在 6。 > 0, 使 当 P(A) < 6 时 ， 人 slap <s, 对 一 切 te 了 成 立 ， 则 称 cite 的 积 


分 一 致 连续 或 称 / I&ldP.t eT 一 致 连续 . 
ii) 如 果 当 a 一 co 时 ， 
/ |&|dP 一 0, 对 t e T 一 致 成 立 ， 
{|é:| 之 a} 


则 称 6,t eT 一 致 可 积 . 
二) 如 果 存 在 一 个 常数 c , 使 得 


[lelaP < ct € 1:; 


则 称 &,t eT 的 积分 一 致 有 界 或 / I&ldP 一 致 有 界 . 


引 理 1 随机 变量 族 &,t e 了 一 致 可 积 的 充分 必要 条 件 是 &,t eT 的 积分 一 
致 有 界 且 一 致 连续 . 
证 必要 性 ”假定 &,t eT 一 致 可 积 , 则 对 于 任 一 。 > 0, 存在 一 个 常数 c， 
使 得 
/ |&ldP < e/2, 对 一 切 t ET. 
{él>c} 


a E 
于 是 当 P(A) < pa 时 ， 


| I&laP = / I&ladP+ 上 I&laP 
A AN{lét)<c} AN{lé:|>c} 


< cP(A)+ 5 < 5 对 一 切 t Ee 工 . 
即 &,t e 全 的 积分 一 致 连续 . 又 
[iap=/ laap+ /glaP<et$ 
{Iéel<ce} {lét|>c} 


对 一 切 te 工 . 故 知 &,t eT 工 的 积分 一 致 有 界 . 
充分 性 ”假定 &,t eT 工 的 积分 一 致 有 界 且 一 致 连续 . 由 一 致 连续 性 知 , 对 于 任 
意 es > 0 存在 一 6。 > 0 (与 t 无 关 ), 使 得 当 P(4) < 6。 时 ， 


/ |&tldP < ,对 一 切 t e T; 
A 
利用 积分 的 一 致 有 界 性 , 设 / I&ldP < ote T, 以 及 §2 定理 2 推论 , 得 


Pll&l 2 0) <i / leldP< 和， 
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所 以 当 a > ao = c/6.( 与 t 无 关 ) 时 ， 
Pl(lé| > ao) < 0e， 
因而 当 a>ao 时 ， 
/ |&eldP < 6, 对 一 切 t ET, 
{lésl>e} 


即 kte 7 一 致 可 积 . 
引 理 2 着 饼 一 5 则 | 所 六 一 致 可 积 . 
证 对 如 XeEXA 利用 Cr- 不 等 式 ， 


人 lrc 人 Er+c fl -er 


<cr f r+c; /er. 


由 于 名 -二 6 当 n> no 人 与 4 无 关 时 /6 -外 < ;而 由 [ grap—0 


( 当 P(4) 一 0 时 ) 知 存在 5 ,使 当 P(4) < 5 时 | keraP < pr 由 此 可 见 , 当 
P(4) < 0 时 
小 | 和 |"dP < e,n > no. 
A 


对 于 前 面 有 限 个 积分 / | 所 |rdP,n = 1,… ,no, 由 于 当 P(4) 一 0 时 , 它们 分 别 以 
A 
零 为 极限 ( 见 § 3 推论 3 ) 所 以 存在 bz, 使 当 P(4) < 62 时 


f KaaP < én ) ?0， 
4 
于 是 当 P(4) < 5 = min(61,62) 时 ， / 外 raP < e 对 一 切 m > 1 成 立 ， 即 
A 
A 
/ énlrdP < eo; 站 élraP + er 下 名 — élrdP 


不 难看 出 让 ljraP 一 致 有 界 , 因而 利用 引 理 1, én1",n = 1,2,… 一 致 可 积 。 口 
应 用 相同 的 证 明 方法 可 以 将 引 理 2 推广 成 下 列 的 
推论 车 & 一 ;?&, 当 tt 一 0 ( 即 Lm Blé 一 | 二 0), 则 当 lto| < oo(to = 
ww 或 t0 = -co) 时 有 一 正 数 存在 使 得 |&i1", |t 一 to| < (t >> 妇 或 t < 一 与 ) 一 致 可 
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积 . 
定理 3 fj cL, 则 已 的 充分 必要 条 件 是 
和 / 上 一 6jrdP 一致 连续 , 
A 


或 
ee 人 lj 一 致 连续 . 


证 “首先 假设 6 -二 6 , 利用 8 2 定理 2 推论 
Ptlt ~ 26} < FBlén -tr 一 0 


即 所 -一 6. 
其 次 , 由 已 -2 知已 一 6- 思 0, 由 引 理 2 和 引 理 1 知 / _ glrdP 及 


上 lirdP 二 1,2,.… 一 致 连续 . 故 条 件 i) 及 这 的 必要 性 获 证 . 
现在 证 明 条 件 i) 的 充分 性 ， 已 知 所 -了 ,te 上 上 一 erdP 一 致 连续 , 故 任 给 
E > 0, 存在 5。 > 0, 使 当 P(4) < 5c 时 ， [ én 一 dP < ,而 由 6 上 ;存在 no， 
A 
当 n>no 时 ， P{lén — | > e} < 0e， 于 是 当 n>no 时 ， 


Be -er= 上 keraP+ 上 Ilé&n— él dP<ete",, 
{én—é|>e} {lén—él<e} 


即 召 名 一 入 一 0 全 一 


最 后 证 明 条 件 这 的 充分 性 . 为 此 只 需 证 ii) 蕴含 i). 由 于 6 二 5 存在 一 子 序 
列 名 25 因而 | 后 小 Xa4 区 |t|"xa, 利用 Fatou-Lebesgue 定理 ， 


人 KirdP= / rxadP < lm 人 lxadP 
= lm | raP 
如一 OO JJ 4 
由 于 / |&|" 一 致 连续 , 任 给 。 > 0, 存在 5 > 0, 使 当 P(A) < 5 时， ) llraP<e 
A 


故 lim /le <s, 因 而 当 P(4) <5 时 
也 /一 co /4 


人 | 秆 <e， 
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这 样 一 来 , 利用 Cr- 不 等 式 及 人 énl"dP n = 1 2… 的 一 致 连续 性 , 当 P(4) < 
6 时 ， 
| kn -strap gc /erap+cr | raP <2ce, 


即 人 |& -6lrdP 一 致 连续 . 于 是 ji) 的 充分 性 获 证 . 0 


推论 1 著名 -一 5 则 名 二 6 
推论 2 车 supEl&|" =c< 00, én > &, 则 当 0 < .<r 时, & 一 >&. 


证 ”由 于 对 任意 a > 0， 


/gr=] ga + jn” 
4 A4n{lecn|>oh} AN{lén|<a} 


< by [ee +ar P(A) 
AN{|én|>a} a 


< caor 一 十 ar P(A). 


任 给 。 > 0, 取 充 分 大 的 a, 使 ca"" < 5, 于 是 当 P(4) < 元 r 时 , 可 使 


2ar 


kr < 6 对 —tn, 
A 


即 / I&a|" ,in = 1,2,.…… 一 致 连续 . 因此 根据 定理 3 知 所 - 乙 口 
4 
推论 3 如 果 |&| < neL,&n 6, 则 一 >&. 
证 |&ml" < mln, 故 6&%eL, 且 rs | Inl", 因而 | NE 


一 致 连 续 . 由 定理 3, &, -&. 
推论 4 车 {&%} 一 致 有 界 ( 即 | 名 | < c( 常 数 ),n = 1,2,…),&n 一 *&， 则 
fn —€. 


这 是 推论 3 当 7 = e 的 情形 . 
应 用 与 证 明定 理 3 相同 的 方法 , 还 可 以 将 定理 3 推广 成 下 述 
推论 5 设 &eL,teTCc ROD, 则 & 一 >&,(t 一 to) 的 充分 与 必要 条 件 是 


i) & tt 一 to) 且 有 一 去 > 0 存在 ,使 当 to。 有 限时 ， | 名 一 一 如 | < tC— 


致 连续 ; 而 当 to = co 时 ， -em > 五 一 致 连续 ; 当 to = 一 00 时 ， -er < 
—t1 一 致 连续 , 
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或 
订 & 一 >&(t 一 to) 且 有 一 二 > 0 存在 , 使 当 如 有 限时 ， 上 él", to tol < 


致 连续 ; 当 如 = oo 时 ， |&|",t 之 如 一致 连续 ; 当 如 = -oo 时 él,t < -ti 一 
A A 
致 连续 . 
总 结 起 来 , 各 种 收敛 性 的 关系 可 列 成 下 表 


& > £—>é, 2 2 (6 一 ”2 (8 


人 
习题 及 补充 
1. 设 上 是 任意 的 实 随机 变量 , g(z) 是 RG 上 非 负 Borel 可 测 函 数 . 


i) 若 9 是 偶 函 数 且 在 [0,+co) 上 非 降 , 则 对 于 每 个 a > 0， 


Eg(é) — g(a) Eg(é) 
a.e. sup g(é) g(a) ” 


其 中 ae. sup g(€) = inf{c: P(g(é) > 0) =0}. 
ii) 车 g 在 R 上 非 降 , 则 上 式 中 间 的 一 项 应 换 为 P(E > a), 此 处 a 为 任 一 实数 . 
者) 在 i) 中 令 g(z) = |z|"(r > 0), 将 & 换 作 é& 一 &, 证 明 : 若 名 忆 生 则 名 局 反 
之 , 若 名 ae. 一 致 有 界 且 名 号 司 则 名 三 二 





< P(té| > a) < 








i) 在 六 中 令 gt = 了 57(" > 0), 则 
P én — él" EE 
Se 
取 二 1, 令 dl 由 = 了 三, 把 ae 相等 的 随机 变量 看 成 同一 元 素 , 证 明 


在 (2, sx,P) 上 随机 变量 按 距 离 d(&,m) 所 作成 的 空间 是 完备 距离 空间 . (证 明 a(é,”) 


满足 定理 1 中 的 四 条 性 质 , 且 基 本 列 收敛 .) 
2. 利用 概率 方法 证 明 不 等 式 : 对 > > 1, zi,y; 有 限 , i = 1,:… ,nn, 


1 


(2 + < (Ser) 让 (Fr) 
= 1 d= 
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3.， 证 明 JIsanyHos 不 等 式 ， 设 jy = Eltl", 如 果 ” > s > t+ > 0， 则 有 
HA 并. 


4. 若 (1, xy,n) 是 测度 空间 , 可 以 相应 地 构造 一 个 距离 空间 (和 ,qd): 将 x 中 
所 有 具有 有 限 测度 的 集合 4, B,:… 构成 的 空间 取 作 多 ,将 KW4AB) =0 的 集 4,B 
视 为 同一 元 素 , 按 d(4, B) = 1(AAB) 规定 距离 , 试 证 此 距离 空间 是 完备 的 . 

(提示 : 若 j(A4nAAhm) 一 0(n,m 一 oo) 则 x4。 一 X40(n,m 一 co), 因而 
{x4。} 依 测度 收敛 .) 

5， 称 定义 在 有 限 或 无 限 区 间 I Cc R 上 的 实 函数 9 为 凸 函数 ， 如 果 对 一 切 


zzZ' ET 有 
zz/ 1 Ey 
过 去 ~g(z'). 
s\ 3 ) <Y0 + doe) 


对 于 N 维 区 间 IN 上 的 函数 g, 亦 可 给 出 同样 定义 . 并 且 在 NN 维 情形 下 g(x) 是 凸 
函数 等 价 于 作为 单 变 数 _ 的 函数 f(w) = g(z 十 uz 人 ) 是 凸 函数 , 试 证 : 
i) g 是 了 上 连续 凸 函数 当 且 仅 当 对 一 切 zo € 7, 存在 和 (x0), 使 当 ze 了 工时 恒 有 





和 A(Zoj(z 一 Z0) < 9(Z) — g(x0); 

i) 设 上 是 一 随机 变量 , BE 有 限 , 且 E(w) e 1, 对 几乎 所 有 的 w 成 立 . 9 是 工 上 

的 凸 函数 , 则 有 
9(E6) < Eg(é).、 

6. 车 人 6 mm 三 = SE = =1,7>1, 则 énn 5 én. 

7. 设 {所 } 是 (8, oz, 站 上 的 可 测 函 数列 , 且 | 包 | < 9,g 关于 4 可 积 ,车 fn 一 
或 太古 f 则 所 一 了 . 

8. i) 》 | 如 | < co, a.e., 当 且 仅 当 部 分 和 序列 的 分 布 函数 收敛 向 一 个 概率 分 布 
函数 (在 它 的 连续 点 上 ). 

i 车 了 Bltor<oor<1 或 》 Bt < oo(r >1), 则 了 |én| < 0%0, ae. 


83.7 不定 积 分 与 -可 加 集 函 数 的 分 解 


在 83 中 我 们 看 到 不 定 积分 是 给 定 空间 (2, eg) 上 的 o- 可 加 集 函 数 . 本 节 将 要 
讨论 任 一 -可 加 集 函 数 可 以 表 成 关于 这 个 空间 上 给 定 测度 / 的 不 定 积分 的 条 件 . 
所 得 到 的 Radon-Nikodym 定理 在 概率 论 中 有 重要 意义 . 另外 我 们 将 证 明 每 一 分 布 
函数 都 可 以 表 成 三 个 分 布 函数 , 即 绝对 连续 部 分 、 离 散 部 分 和 奇异 部 分 的 和 . 
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所 有 这 些 讨论 都 基于 o- 可 加 集 函 数 的 分 解 定理 , 所 以 我 们 先 来 讨论 o- 可 加 集 
函数 的 性 质 . 


3.7.1 oo- 可 加 集 函 数 的 分 解 定理 
定理 1 设 p 是 (2,w) 上 的 一 个 实 值 c- 可 加 集 函 数 , 则 存在 C, D e oxy, 使 


2(C) = up P(A), p(D)= jnf, 2(4)， (1) 


即 y 在 wt 上 达到 极 大 值 与 极 小 值 . 

证 ”由 于 证 明 的 类 似 , 只 证 C 的 存在 性 . 

如 果 存 在 4e xy, 使 p(4) = +co, 则 取 C = 4 即 可 . 

假设 对 任何 4 € ,xy, yp(A) < +oo 由 于 在 第 一 章 中 我 们 约定 集 函 数 不 取 -oo 为 
值 , 所 以 这 时 yp 是 有 限 的 . 记 


sup (A) = sup %. 
LE 好 


于 是 存在 一 集 序列 {4,} C x, 使 
Jim p(4n) = sup 9%， 
令 [© 0] 
4= 【4 


按 下 述 方式 将 4 逐次 加 细 划 分 成 若干 不 相交 子 集 的 并 . 
(1) A= A1+(A— 41), 
(2) A= AiNAzs + AiN(A— As)+ (A— A)NAs+(A- A)N(A- A2), 


(n) A= DAnm,Anm = ATN.…NA'n, A'k = Ak 或 4A- Ax, 


容易 看 出 , 每 一 划分 都 是 在 前 一 次 划分 的 基础 上 加 细 划 分 而 得 来 的 , 所 以 , 当 mw > m 
时 ， 每 一 个 An.m 都 是 若干 个 An',m’ 的 并 ， 令 


Br = > Anm, 
pAn,m)>0 


即 一 切 使 p 的 值 非 负 的 4,m(n 固定 ) 的 并 . 如 果 这 样 的 4n,nm, 不 存在 则 令 


B= gz， 为 清楚 起 见 , 我 们 用 A+,, 表示 使 p 的 值 非 负 的 Anm, 于 是 B= 
A+, 根据 4nm 的 取 法 , 当 mn/ > n 时 , A ,, 或 是 包含 在 B 中 或 是 与 Bu 不 
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相交 , 所 以 
Bn VU BnriU::U Br 
= Bn+ > Arrum + > Ab mm 
At LimNBn=g At, a NBnUUBn 1)=8 


后 一 表示 式 中 的 集 都 是 两 两 不 交 的 . 所 以 利用 可 加 性 
ep(BuU…UBnuw)=e(Bn)+ YY pAtiim) 
十 .十 > pAb m) > p(Bn), 
A NBnU'UBn ii) 一 人 
同时 hn = 民 肖 mmn4 in4n 可 见 , 4。 是 一 些 hnm 的 和 , 因而 
pAn) & p(Bn) & p(Bn UU Br). 


由 此 令 n/ 一 co, 利用 o- 可 加 集 函 数 的 下 连续 性 
P(An) < "人 U Bm) 


k=n 


令 Cu = U Bi ， 易 见 Ce 1 C e ef. 注意 到 ”是 有 限 的 , 利用 ”的 上 连续 性 , 得 出 


supp = lim yp(An) 和 lim p(Cn) = wp(C). 


但 Ce w,p(C) < supp, 于 是 就 找到 一 个 Ce w 使 p(C) = supy. 


口 


定理 2(Hahn 分 解 定理 ) ”如 果 yp 是 o- 代 数 w 上 c- 可 加 集 函 数 (不 取 -oo 


为 值 ), 则 
i) 存在 集 D e wy, 使 得 对 每 一 集 4e yt 有 
p(AND) = inf p(B), 


BEmA 


p(AND')= sup 9(B)- 
BCA 


ii) 若 令 
of+(4) = p(AND®), 
oO (A)=-p(A4ND),AE wm, 


5(4) = vp*(A)+ yp (4), 
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则 w+,p- 和 9 都 是 w 上 的 测度 , p- 有 限 , 且 
p=pt—y. 
p+,p” 和 5 分 别称 为 p 的 上 、 下 和 全 变 差 . 

证 i) 根据 定理 1 , 存在 De, 使 o(D) =infpo, 且 -co < wv(D) < 0= wv(2), 
今 证 DD 满足 (2), (3). 

要 证 (2), 只 需 证 明 对 于 任意 BC 4,B € yf, 有 wp(4nD) < p(B). 用 反 证 法 ， 
如 车 不 然 , 即 存在 B c 4 使 (4nD) > p(B), 注意 到 o(4emnD) 有 限 且 4enD 与 
B 不 相交 , 于 是 有 

¢(D)= p(AND)+ YA ND) > p(B)+p(A ND) 
= yp(B+ A:ND). 
这 与 D 的 取 法 不 合 , 这 就 证 明了 (2). 
当 p(4nDe) = oo 时 , (3) 式 显 然 成 立 , 而 当 p(AND°) < co 时 , 对 任意 BC 4 
vp(AND°)+ op(AND)= yp(A)= p(B)+ vp(B° NA) 
有 限 , 同时 因为 Be Nn A c 4, 利用 (2) 
2(4nD)SPB NA), 


所 以 
vp(AND') > p(B). 
这 就 证 明了 (3). 

ii) 由 (2)(3) 的 右 端 看 出 p+, yp- 恒 取 非 负 值 , 由 (2), (3) 的 左 端 可 知 p+, yp- 
(因而 5) 是 o- 可 加 集 函 数 , 且 yp = p+ 一 yp-, 而 由 p(D) 有 限 又 知 p- 有 限 , 于 是 定 
理 获 证 . 口 

定理 2 中 的 yp 是 定义 在 -代数 上 的 , 如 果 yp 是 定义 在 集 代数 上 , 则 有 

定理 3 ”车 p 是 定义 在 集 代数 多 上 的 o- 可 加 集 函 数 且 pp 有 下 界 , 则 


p=ypt—y. 
其 中 
?7 (4)= sinf p(B), Ae 9, 
pt(A)= vp(A)+Yv (4), Ae ZF. 
且 y+,w- 都 是 多 上 的 测度 . 
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证 首先 由 yp- 的 定义 , 对 一 切 4 e 多 ， 


-2 (4)= inf ¢(B) «< p(8)=0. 


所 以 o (4) > 0. 
其 次 , 由 p 有 下 界 ( 设 为 -K), 对 一 切 4e 多 . 
-9 04) = jnfe(B) > -K 
故 p-(A)<K. 
再 次 , 往 证 p” 是 o- 可 加 的 . 若 4, 4。 € F,n = 1,2, . , An 两 两 不 交 且 
A= D4, WN 切 BcAh,Be 多 有 B= > mB, 显然 4umnBe 多 ,由 w 


的 条 加 性 有 
p(B) = Dl NB) je inf p(Bn)=— yp-(A n) 


n=1 Be ES n= 二 1 


因而 
-9p (A)= inf ¢(B) > -Dp (An), 
Be n=1 
即 
vp (A) 和 >》 vp (hn). 
n= 二 1 
为 了 证 明 相 反 的 不 等 式 成 立 , 对 一 切 e> 0 取 Cn C hn,Cn e 多 ,使 


。 € a € 
p(Cn) < si p(Bn)t+ = -9 (4n)+ 却 


Bne 


(这 是 由 于 0 > ,iaf p(Bn) = -p-(hn) > -K, 故 这 样 的 Cn 存在 .) 


由 于 hwn 二 1,2,.… 两 两 不 交 , 故 Csn = 1,2,.… 两 两 不 交 , 于 是 对 一 切 自 
然 数 1 


1 l 1 
(P60) -Pee < -Dea te 


l i tl 
又 因为 》 Cn Cc 》 hn ch, 且 》 Cne 多 ,所 以 


n= 二 1 n=1 n=1 


; l 
"(> 6 > inf p(B)= —» (A) 


Be 


. 200 . 第 3 章 数学 期 望 与 积分 
把 这 两 个 不 等 式 结合 起 来 有 


[a 
-p- (4) < -Dp (An) te, 


即 


l 


2 (A)> > 2 (4n) 一 上. 
n=1 
先 令 1 一 oo, 再 令 < 一 0. 即 得 


po- > Dp (hn). 


于 是 风 
po-(4) = >》 Oo (hn). 


pp- 是 多 上 的 测度 获 证 . 

最 后 我 们 证 明 w+ 也 是 多 上 的 测度 . 首先 由 于 o- (4) 有 界 , 故 p+(4) = 2(4)+ 
9-(4) 有 定义 . 其 次 , 由 于 -pg (4) = jipfp(B) < yp(4), 故 p(4)+w (4)>0, 因 
而 p+ 非 负 , 再 由 wp,p- 都 是 多 上 o- 可 加 集 函 数 且 pp 有 界 , 因而 p+ 也 是 o- 可 
加 集 函 数 , 即 p+ 也 是 多 上 的 测度 . 最 后 由 2- 有 界 得 出 

pA)=p"(A) -yp (4) AeZ. 
定理 证 毕 . 口 

对 于 p 有 上 界 的 情形 , 可 以 有 类 似 的 结论 , 就 不 在 此 歼 述 了 . 

定理 2 和 定理 3 的 意义 在 于 指出 了 在 集 代 数 多 上 定义 的 o- 可 加 集 函 数 都 可 
以 表 为 两 个 测度 的 差 (因而 称 为 符号 测度 ), 从 而 在 许多 情况 下 , 关于 一 般 -可 加 集 
函数 的 研究 , 可 以 归结 到 关于 测度 的 研究 , 而 测度 比 一 般 -可 加 集 函 数 更 容易 掌握 


紫 


3.7.2 “不定 积分 与 Lebesgue 分 解 定理 
在 $ 3 我 们 给 出 了 在 测度 空间 (2, or, 由 上 积分 存在 的 可 测 函 数 的 不 定 积分 
的 定义 , 并 且 证 明了 的 不 定 积分 
yp(A) = 由 fadn 
是 or 上 o- 可 加 集 函 数 . 这 一 小 节 我 们 要 解决 本 节 的 中 心 问题 , 即 在 什么 条 件 下 集 
函数 p 可 以 表示 成 某 一 可 测 函数 关于 /的 不 定 积分 . 
容易 看 出 , 若 / 六 ar < o0, 则 / fdu 存在 , 因而 f 的 不 定 积分 一 定 存在 , 如 
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无 特别 声明 , 我 们 约定 f 满足 此 条 件 , 因而 不 定 积分 yo 不 取 -oo 为 值 . 
定理 4 不定 积分 p(A4) = A fdp, A e 好 具有 下 列 性 质 : 
a) 若 AM4) = 0, 则 e(4) = 0; 


b) p 是 w 上 -可 加 集 函 数 ; 


c) 若 a.e. 有 限 , 是 -有 限 测度 , 则 yp 是 o- 有 限 集 函数 . 特别 , 当 f 可 积 时 ， 
2p 有 限 . 

证 a)j, b) 显然 成 立 . 今 往 证 (c) 成 立 . 

由 于 是 o- 有 限 测 度 , 存在 {An} C xy, An 两 两 不 交 , jp(An) < 0o0,n = 1,2,…， 


有 使 8 -= 》 4 另 一 方面 , 着 令 B= {0: Jo) = toohBm = {0:m< 


n=1 


fw) <m+l}m= ,1,0,1,.…, 则 28= B+ > Bm, 由 假设 知 jy(B) = 0， 
因而 p(B) = 0, 又 因为 We 


=Bt+ > Yun Bw) 


m=—00 n=1 


而 


Se / fadp < (m+ DahnN Bm) < +o0, 
由 此 可 见 yp 是 o- 有 限 集 函数 . 口 

不 定 积分 的 性 质 a) 称 为 六 连续 性 . 一 般 地 , 我 们 有 下 面 的 

定义 1 设 (Q, em) 是 一 测度 空间 , yp 是 wg 上 的 一 个 集 函 数 , 如 果 对 任意 的 
Ae xy 且 j(A) =0,w(4) =0 成 立 , 则 称 yp 是 六 连续 的 . 记 作 p<. 

为 了 证 明定 理 4 的 道 定理 , 我 们 先 证 明 更 广 一 点 的 Lebesgue 分 解 定 理 , 即 证 
明 任何 一 个 o- 可 加 集 函 数 可 分 解 为 两 部 分 , 一 部 分 是 不 定 积分 , 因而 是 jy- 连 续 的 ， 
另 一 部 分 是 所 谓 六 奇异 的 . 为 此 , 先 给 出 

定义 2 设 (9, wx 四 是 一 测度 空间 , p 是 w 上 的 一 个 集 函 数 ， 如 果 存 在 
Ne of ,Lu(N) = 0, 使 得 对 于 任意 的 4e oy, 都 有 


ep(4nNe) = 0， 


其 中 N° = 8 - N, 则 称 y 是 六 奇异 的 . 
定理 5(Lebesgue 分 解 定理 ) ” 设 (2, .x,4) 是 一 测度 空间 , yp 是 yf 上 的 o- 可 
加 集 函 数 , 且 jy 和 op 都 是 o- 有 限 的 , 则 yp = pe + ws, 其 中 we 是 (8, xy,1) 上 某 一 
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有 限 可 测 函 数 f 的 不 定 积分 , 因而 具有 o- 可 加 性 及 六 连续 性 , 而 p。 是 jy- 奇 异 的 
0- 可 加 集 函 数 . 若 p > -oo, 则 pe > 一 00, ps > -oo. 并 且 这 样 的 分 解 是 唯一 的 , 同 
时 f 也 由 yp a.e. 唯一 确定 , 即 若 及 满足 上 述 要 求 , 则 户 = ], a.e.. 
此 分 解 称 为 p 的 Lebesgue 分 解 . 
证 i) 分 解 的 唯一 性 : 设 有 两 种 分 解 ， 
p= Vpetps = et ps, 


其 中 yc,yp'。 是 xc- 可 加 、 六 连续 的 ,而 ys,yp'。 是 o- 可 加 、4- 奇 异 的 . 因此 存在 
Ni,N2 € 4 ,LL(Ni) = 0,2 Ss 12; 使 得 对 任何 A € 4 


ps(ANNI)= (ANN3)=0, 
令 N=NiUNz, 则 Ne= Nen Ns,n(N)=0. 今 往 证 对 任何 Ae x， 
pe(A)= pc(A), pslA)= (4). 
先 证 明 yp(A4) 有 限 的 情形 . 由 假设 
2(4) = pe(4) + ps(A) = pA) + ps(A), 
由 于 yp(4) 有 限 , 因此 yp'.(4), wps(4) 有 限 , 于 是 


pelA)— pe(A) = psd — ps(A). (7) 
再 由 p(4) 有 限 知 p(4N Ne) 有限, 同样 的 论证 有 
pe(ANN®)— pANN®)= ps (ANN®)— ps(ANN®). (8) 


利用 ww: 的 jy 连续 性 , sw' 的 jy- 奇异 性 及 它们 的 可 加 性 , 即 得 
pe(A)— pe(A)= pe(ANN®) — pe(ANN®) 
= ps(ANN®)— ps(ANN®) 
= ps(ANNINNS) — ps(ANNSNNI)=0, 
再 利用 (7) 即 得 
ps(A) -ps(4) = 0. 
再 证 (4) = oo 的 情形 . 由 于 yp 是 ~ 有限 的 , 故 存在 {An} C x, A 两 两 不 交 
使 9 = 》 An,p(4n) 有 限 , 于 是 由 o- 可 加 性 及 i) 知 


n=1 


PelA) =》 pe(ANAn)= > pAN An)= pe(A), 


人 
9s(4) = 》 ps(4mn4n) 》 wo(4n4n) = ps(A). 


于 是 分 解 的 唯一 性 得 证 . 
ii) f 的 唯一 性 : 设 /和 户 均 满足 定理 的 要 求 , 则 由 它们 产生 的 yp 的 上 连续 部 
分 


ps- /an oN)= | fran 
根据 分 解 的 唯一 性 , 是 相等 的 . 即 对 任意 A e 必 ， 


| tan= | par 


由 积分 的 性 质 (§ 2.2 定理 2, 2)a)) 知 f = 户 , a.e.. 这 就 证 明了 f 由 p a.e. 唯一 决 
定 . 

ii) 分 解 的 存在 性 : 由 Hahn 分 解 定理 知 任何 一 个 o- 可 加 集 函 数 均 可 表示 成 两 
个 测度 的 差 , 而 有 限 的 情形 又 是 -有限 的 基础 , 因而 我 们 分 以 下 三 个 步骤 证 明 分 解 
的 存在 性 . 

1) 凡 ,92 是 有 限 测度 ; 

2) 1,p 是 co- 有限 测度 ; 

3) p 是 gp- 有 限 、o- 可 加 和 集 函数 , jy 是 oc- 有 限 测度 . 

先 证 1) 设 


= {71120 [sar < othe og) 
A 
因为 f = 0€ $, 故 $ 非 空 . 取 一 函数 序列 {fn.}C $ 使 
im, | frdn = sup /ina 和 (1) < oo， 
令 gn 三 sup fk, 则 0g gn 和 f= sup fn, 又 设 
kn n 之 1 


Ax = {w : gn(w) = fr(w)}, 
Bi = Ai1, Bi = AS M:N A¢_1N Agyk = 2,... ,n, 
则 Bk,k = 1,… ,mn 两 两 不 交 且 
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对 任 一 4 e .xy， 
/ww= > fedp < Den By) = ¢(4). 
令 no0, 利用 单调 收敛 定理 得 到 
人 fan < op(A), / a 

故 知 fe 6. 今 往 证 

oO< p(t E | sanAe ea, 

A 
0 < ps(A) Sp(A) -pe(h), Ae mm, 


即 是 定理 所 要 求 的 分 解 ， 为 此 只 需 证 w。 是 pr 奇异 的 . 
人 ip, 显然 对 一 切 n> 1, wp 是 有 限 o- 可 加 集 函 数 , 利用 Hahn 分 
解 定理 , 存在 De of 使 对 一 切 4 E oy， 


pan(AN Dn,) < 0,pn(AND:) >0. 


取 了 = 站 D。 则 对 任意 4e wy 及 n>1， 
亿 一 1 


ps(AND) — LuAND)= pn(AND) 


= pn(ANDND,) < 0, 


即 
0 < ps(AND) < Ep(AND), 


令 一 co, 注意 到 jy 是 有 限 的 , 对 任意 4e yf 有 
ps(ANMD)=0. 
于 是 为 了 证 明 w。 的 pr 奇异 性 , 只 需 再 证 明 
4(D°)=0. 
事实 上 ， 
上 ( + kx oe= pe(A) + Ep(AN DE) 


= -ps(A) + Ep(AN DS) 


人 


注意 到 ps(4nD) =0 及 De2D3 De， 
上 式 =p(4) -ps(AND®) + ip(AN Ds) 


<e( -ps(AN DE) + pAND) 
= p(A) — pn(ANDs,) < p(h). 
这 就 是 说 , f + =Xos < $, 因此 


a 之 上 ( 二 iu] = pe(1)+ Ep(Ds) 


1 c 
三 Q 十 二 ADn 四 
由 于 0 入 a < oo, 故 知 HLDc) = 0, 而 
D°:= U Ds, 
n=1 
所 以 
AD“) = 0. 


这 就 证 明了 vs 是 -奇异 的 . 于 是 在 pw 是 有 限 测度 的 情形 , 分 解 的 存在 性 获 证 . 
2) 现在 证 明 jv,y 是 oc- 有 限 测度 时 分 解 的 存在 性 : 我 们 将 2 划分 为 2 = 》 Ax, Ax 


k=1 


两 两 不 交 且 使 p(4%),n(4n) 有 限 , 设 fn hk ={4in4:4e 好 }, 显然 它 是 以 A% 
为 空间 的 o- 代 数 , 且 在 此 o- 代 数 上 , 4 和 y 都 是 有 限 测 度 , 于 是 利用 1) 中 的 结论 ， 
对 每 一 ， 
P(AiNA)=pH AN A + ArN A), Ae ww, 
其 中 
0 < pH) (ArN A) = | fr(w)dp, 
4knA 
反之 0 且 有 限 , oz n 4k 可 测 ， 
0<oepW4en4nNi=0AUNe)=0NeesolnA4k. 
令 oo 
pe(A) = >》 pO (ArN A), 
k=1 


ps(A) = > Pp (ArN A). 
k=1 
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由 于 p49 ,p49 都 是 非 负 的 , 故 po, wp。 有 意义 , 这 样 对 任意 4 e oy， 


eg(4)=>》 pAiNA)= > pH (ArNA) + ,pH (ArN A) 
k=1 k=1 k=1 


之 ype(A) 书 ys(A). 


其 次 , pe 是 函数 f= 》、 fx 的 不 定 积分 . f 是 of 可 测 的 (请 读者 自 证 ). 只 要 利 
用 单调 收敛 定理 (注意 所 > 0) 即 可 看 出 


pe(A)= 动情 大 员 = > fxr 
= 人 Df dh sar. 


最 后 , 我 们 证 明 wo。 是 jv 奇异 的 . 取 N = UD Ns e of, 这 时 Ne = 人 Ns, 显然 
一 1 二 
HCV) = 0. 而 对 于 任意 4 e xy， 


P(ANN®)= 2 98(4n4nN9) 
k=1 


Oo 
= okn4nNenN8) =0. 
k=1 


这 样 就 证 明了 当 jy 和 yp 都 是 oc- 有 限 测 度 时 分 解 的 存在 性 . 

我 们 还 注意 到 当 yp 是 测度 时 , 分 解 的 两 部 分 都 是 测度 , 同时 1/ 连续 部 分 是 一 
非 负 可 测 函 数 的 不 定 积分 . 

3) 最 后 证 明 当 w 是 任意 oc- 有 限 、o- 可 加 集 函 数 , / 是 o- 有 限 测度 时 分 解 的 存 
在 性 . 

利用 Hahn 分 解 定理 , 可 知 


p=ypt—y,, 

其 中 o+ 和 yp- 是 两 个 测度 , pg- 有 限 , 利用 2) 中 结论 ， 
pt = pt 十 9 
9 三 %e 十 9s， 

其 中 


gt (4) = 上 fi(w)dp pt (AN NG) = 0,u(Ni) =0, 
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gz (4) = 上 fa(w)dp 97 (ANNS) =Ou(Na)=0 
对 任意 4e oz 成 立 . 令 


pe=pt -pi, ps= pt — ps, 


则 
P= Pet ps 


并 且 wp。 是 f 全 所 一 到 的 不 定 积分 (注意 fo 可 积 , 因而 有 一 户 积分 存在 ). 即 对 任 
意 4e cy， 


pr = 9084) -05(4= f fran | fen= | par 
而 ps 是 1- 奇异 的 . 取 NN = NU Nz, 则 ULN) = 0,Ne = NEnN3, 对 任意 4 e wy， 
P(ANN®) = pi (ANN®) — ps (ANN®) 
=p+t(ANNSNNe) — ps (ANNENNS)=0. 


定理 到 此 全 部 证 毕 . 口 

在 定理 5 中 , 特别 当 w 具有 做 连续 性 时 , 由 分 解 的 唯一 性 , p = ye, ps = 0, 于 
是 得 到 了 下 面 重 要 的 定理 . 

定理 6(Radon-Nikodym 定理 ) 设 / 是 2 中心 代数 上 的 oc- 有 限 测度 ， 
如 果 x 上 的 集 函 数 yp 是 o- 有 限 、o- 可 加 且 py- 连续 的 , 则 yp 是 测度 空间 (9, ez, 门 
上 某 一 有 限 可 测 函 数 f 的 不 定 积分 , 且 f 由 ” 几乎 唯一 确定 . 

定理 7(Radon-Nikodym 定理 的 推广 ) 设 / 是 2 是 o- 代 数 gf 上 的 o- 有 
限 测度 , p 是 上 的 六 连续 的 o- 可 加 集 函 数 (不 一 定 -有限 ), 则 yp 是 测度 空间 
(2, of,1) 上 某 一 可 测 函 数 f (不 一 定 ae 有限) 的 不 定 积分 , 且 f 由 yp 几乎 唯一 
确定 . 

证 ”我们 只 证 5 是 有 限 测度 及 yp 是 测度 的 情形 , 其 他 情形 由 Hahn 分 解 定理 
及 与 定理 5 相同 的 手法 容易 得 到 . 请 读者 完成 . 

设 


多 = 人 :gp 在 4 上 o 一 有 限 , 即 存 在 {4%} C ,对 一 切 n, yp (A4n) < 他 j= 人 


令 


s= sup 4(B). 
Be 
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则 有 一 集 序列 {Bn} c 多 , 使 


令 


n=1 


因 每 一 B, 关于 yp 是 -有 限 的 , 故 B 也 oc- 有 限 , 因而 Be 多 .s = p(B). 

集 类 ofi 人 SBN, sp 全 Ben sy 分 别 是 以 B 和 Be 为 空间 的 o- 代 数 ,y 在 of 
及 64 上 的 限制 也 分 别 是 4 及 tp 上 的 六 连续 测度 , 且 由 B 的 定义 和 yp 在 4 上 
是 o- 有 限 的 , 故 由 Radon-Nikodym 定理 知 有 一 定义 在 B 上 且 v4 可 测 的 函数 所 
存在 , 使 得 


ANE a fi(w)dp, Alem. (9) 
令 fo(w) = co,w e B°, 今 往 证 
yg(h2) = 上 fo(w)dp, 如 € on. (10) 


为 此 只 需 证 在 吧 上 若 jy(42) > 0, 则 p(42) = co.( 若 p(42) = 0, 则 w(4>) = 0, 由 
0 是 -连续 的 显然 成 立 .) 事实 上 若 存在 4 e 46,4(h42) > 0, 而 p(h2) < co, 由 
于 4znzB = 9, 故 H(42 + B)= H(43) +HB) > s, 而 A2+B 在 wt 上 是 oc- 有 限 
的 , 故 hs 十 Be 多 ,1(h2 十 B) < s. 这 一 矛盾 就 证 明了 若 42 € 4,1(42) > 0 则 
wp(h2) = co, 于 是 (10) 成 立 . 


令 
_ Jfi(w), we 也， 
de 人 =00, wE 也 2. 
则 对 任何 A e x， 
ep(4) = | fd Aew. 
f 的 a.e. 唯一 性 由 积分 的 性 质 (82.2 定理 2, 2)a)) 推出 . 
定义 3 设 (0,ox,n) 是 oc- 有 限 测度 空间 , yp 是 wf 上 连续 的 -可 加 集 函 
数 , 按 定 理 7 a.e. 唯一 确定 的 函数 f 称 为 p 关于 1/ 的 Radon 导数 , 记 作 $e 
由 定理 7 及 § 5.3 定理 7 可 得 
推论 ” 设 和 4 是 2 中 oo- 代数 gy 上 的 测度 , 4 是 o- 有 限 的 , 和 是 / 连续 的 . 


若 了 是 (0,2f) 上 的 可 测 函数 , 则 / fd 存在 当 且 仅 当 / /Pdp 存在 , 且 在 积分 


存在 时 , 对 任意 4 e 必 可 
| sa = A 
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3.7.3 ”分布 函 数 的 分 解 
定理 8 ” 任 一 有 界 的 分 布 函数 F(z1,… ,zn) 都 可 以 分 解 为 三 个 分 布 函数 的 . 
和 , 即 
F=F+FatF,, 


其 中 Fi 是 Rm 上 非 负 有 限 Borel 可 测 函 数 p 关于 工 测度 的 不 定 积分 , 即 对 一 切 
(zl， i , Tn) € R?) 


TX1 Tn 
F(T1,:*- , Tn) =/ …| p(t1,* ,tn)dt1: .dtn, 


五. 称 为 的 绝对 连续 部 分 ; Fy 是 一 n 维 阶 梯形 函数 , 即 存在 可 数 个 点 (aik,,:… ， 
Qnk, ) 及 2 ki, 52 ,kn = 1,2,... 使 


Fua(z1,.…: ,Tn) = > Dki ，… jn 


Qiks <Ti 
t= ,nn 


五 称 为 FF 的 离散 部 分 ; F 是 一 分 布 函数 , 它 所 对 应 的 L-S 测度 关于 工 测度 是 奇 
异 的 , 并 且 Fs 的 差分 还 是 右 连续 的 , 即 ,lim AsaF = 0 其 中 a = (a1,… ,an) 是 
RO 中 的 任 一 点 ,5b = (b1,… ,bn) E RM,b 一 a+ 表示 对 每 一 上 ,bk 一 ak 十 .Fs 称 为 
下 的 奇异 部 分 . 

证 ” 设 jy 是 对 应 于 下 的 IS 测度 , 根据 Lebesgue 分 解 定理 (/ 看 作 那 里 的 
”> Lebesgue 测度 4 看 作 那 里 的 六 , 存在 分 解 式 

HK= ket ps 
其 中 je 是 -连续 的 , 可 表示 成 非 负 有 限 Borel 可 测 函数 的 不 定 积分 ， 
pel = f pss: td din, 

并 存在 一 个 集合 N, A(N) = 0, 且 对 任 一 Borel 可 测 集 (可 以 是 Lebesgue 可 测 集 )4， 


WH(ANN®) =0. (11) 


Tl In 
有 (zl 2 …| pty ,tn)dti din 
一 co 一 oo 


= Hc(((—o0%0, 人 ) 一 0)， (zl1， A , Tn))), 
就 得 出 下 的 绝对 连续 部 分 , 在 此 , 由 于 已 有 界 , 因而 yc, ws 都 是 有 限 测度 , 从 而 FF 
是 有 界 分 布 函数 . 
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为 了 得 出 后 两 部 分 , 将 心 再 进行 分 解 .为 此 先 证 明 使 以 ({(o,…, ,an)}) 天 0 
的 点 (a1,.… ,an) 至 多 有 可 数 个 . 首先 可 以 证 明 , 使 1 > 二 的 点 只 有 有 限 多 个 , 如 
若 不 然 , 在 R") 中 存在 无 限 多 个 不 同 的 点 a9,… ,a 由,… 使 风 (a 中 9) > 二 ,= 
1, 2, 了 则 


w= Sa) = Wa,.)) 
k=1 
& HR™) < p(R®) < oo， 


引出 矛盾 . 由 于 使 以 #0 的 点 是 使 凡 > i,m = 1,2,.… 的 总 和 , 因而 使 六 0 
的 点 至 多 可 数 

在 一 切 使 > 0 的 点 中 , 每 一 坐标 也 至 多 出 现 可 数 多 个 不 同 的 值 , 使 各 个 坐标 
的 不 同 值 依次 为 


Q11) 0Q12) QI 
Q21, 022， 02 
CQmnlyQmn2 CQmnp 


则 (@igi;… ;Qang), Ki 二 1,2,… ,i 二 1,… ,nn 包括 了 一 切 使 jw > 0 的 点 . 设 


Hs({(am, ) ank )}) = Pk1,' kbn， 


Ha(B)= 2 Hs({(Q1k1,°** ,Onen)}) 


(alkpl "Onkn )EB 


= 》， DPK KR。 Be HB". 


(alkl ankn )EB 


如 果 B 不 含有 任何 的 (ait ，… ,anko), 则 pa(B) 理解 为 零 . 又 令 
Ws(B)= 1(B) -pa(B), Be". 
显然 以 (B) > ja(B), 1a 是 测度 . 因而 ws 也 是 测度 , 且 有 


LH= ket Kat Hs 
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令 
Fualz1, | ,Tn) 二 HAd((( 一 oo， ,一 2o)， (ZL et ,Tn))) 


i > Pk1...kn,, 


Oiki Tt 
i=1, mn 


=F-F.—hF. 
Fa 是 ja 的 分 布 函数 , 从 而 得 知 
AjaF,= Abo — AbaF: — ApaPy 
= p([a,b)) — pe({a, b)) — palla, b)) 
= ps(la, b)). 
所 以 F, 是 J 的 分 布 函数 , 于 是 已 经 把 已 表 成 了 三 个 分 布 函数 之 和 , 即 
F=F+FatF,. 


其 中 及 和 显然 满足 定理 的 要 求 . 只 剩 下 证 明 及 对 应 的 测度 js 关于 工 测 度 4 
是 奇异 的 且 FF 的 n 阶 差 分 右 连 续 . 
事实 上 , 取 (11) 中 的 集 N, A(N) = 0， 
0 < ys(ANN®)= 1 (ANN®) — na(ANN®) 
WANN)=0, Ae®%™", 
故 js 是 4- 奇 异 的 . 


设 a= (a1,… ,Qn),b = (b1,. ,bn), ak < bx, 
则 


ApbaFs = Ms({(a1, Se , Qn), (bi1, 2 ,pn)))， ) AboaFs 3 Hs({(Q1, i ,an)}) 


= {0 ;an)}) — pa({(01,:** ,0n)}) = 0. 
至 此 定理 证 完 . 口 
这 个 定理 表明 分 布 函数 的 性 质 有 可 能 从 各 个 分 解 出 的 函数 的 性 质 推出 . 其 中 绝 
对 连续 部 分 (如 果 不 便 为 零 )F, 如 果 用 c = 及 (+co … ,+o0) 除 它 , 则 及 (zh ， 
zn) 是 某 一 具有 分 布 密度 =p(z1,… ,zn) 的 连续 型 随机 变量 的 分 布 函数 , 而 离散 部 
分 刺 ( 如 果 不 恒 为 零 ) 除 以 d = (+o0,… ,+oo), 则 


. 212 . 第 3 章 ”数学 期 望 与 积分 


是 可 能 值 为 (aip,，… ,ank,),k1,… ,kn = 1,2,… 取 各 值 的 概率 P(&1 = al …， 
én = Qnk,) = 了 pei 的 离散 型 随机 变量 的 分 布 函数 . 至 于 奇异 部 分 及 除 以 常数 
五 (十 00,… ,十 00) (如 果 不 为 零 ) 后 , 也 相当 于 某 一 随机 变量 的 分 布 函 数 . 这 个 随机 
变量 几乎 在 所 有 的 地 方 取 值 的 概率 都 等 于 零 .( 因 ls(4mn Ne) = 0,A(N) = 0); 只 在 
很 小 的 范围 内 (在 工 测度 为 零 的 集 N 内 ) 取 值 才 不 为 零 . 而 取 每 一 点 的 概率 为 零 
这 样 的 随机 变量 在 实际 中 是 很 少见 的 . 因而 , 离散 型 和 连续 型 随机 变量 是 两 种 基本 
类 型 的 随机 变量 . 


习题 及 补充 


在 下 面 各 题 中 p 表示 (2, sr) 上 -可 加 集 函数 , p = p+ -p- 表示 Hahn 分 解 ， 
5 全 pt +p-,w4 表示 测度 ,4, B,… 表示 yf 可 测 集 . 

1. 车 yg =p 一 jp2, 则 必 有 pt+ 和 je < k2 (此 谓 之 Hahn 分 解 的 最 小 性 ). 

2. 如 果 p 是 有 限 可 加 的 , ys 是 有 限 的 , 并 且 y(4) 一 0 时 p(4n) 一 0, 则 是 
o- 可 加 的 . 

3. 车 (4%) 一 0 蕴含 p(hn) 一 0(5(hn) 一 0), 则 gy 是 4 连续 的 ; 如 果 2 是 有 
限 的 , 反之 亦 真 ，( 提 示 : 若 其 逆 不 真 , 则 存在 s > 0 与 序列 {4。}, 使得 (4A) < 去 
且 B(hn)>6, 令 B= 了 wu 4 使 得 MB)=0 而 5(B)>e) 

车 p 是 "有 限时 如 何 ? 

4. 如 果 万, = 1,2,.… 是 有 限 测度 , 则 必 存 在 一 个 ,使 得 所 有 的 / 都 是 


连续 的 . (提示 : 取 /= Dn) ] 


Hj 可 否 换 为 pi? 

5. 微分 的 形式 法 则 对 于 Radon-Nikodym 导数 是 适用 的 , 即 设 jv,v 是 yt 上 的 

有 限 测 度 , yp, yp' 是 yt 上 的 oc- 有 限 的 o- 可 加 集 函 数 , 设 wp 是 > 连续 的 , 并 且 vp,p 
是 /连续 的 , 则 

dp+ 内 _ dy 


a ge HW —.a.e. 
dp dypdv 
a 一 da H—a.e 


6. 设 克 = Dm 一 并且 p= 2 其 中 带 有 附 标的 jy,v 皆 是 (2, oz) 


上 的 有 限 测度 ， 并 且 每 _- Dn 上 皆 是 加 连续 的 


dp du ， 
i -一 djlin 二 dh 一 一 ,上 凡 一 
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ji) 如 果 {Pn} 是 5 连续 的 , 则 9 -5 一 ae， 
iii) 去 是 5 连续 的 ， 并 且 一 Se 一 宁可 一 a.e.，( 提 示 : 关于 最 后 一 个 命题 注意 


若 对 所 有 的 n,n(4n) = 0， 出 RE 4) = 0, 由 此 可 知 , 只 要 考察 一 个 特殊 选 
择 的 他 > = Sn/ Do 其 中 友 = 2 ,ok = 从 ,但 是 对 如 = 吾 ， 并 且 
Dg9n 一 1) 严 一 ae.) 

7. 车 (P, ez, 由 是 oc- 有 限 测度 空间 , 欲 使 wx 上 的 函数 p 是 (82,7) 可 测 函 数 
f 关于 j 的 不 定 积分 , 必须 且 只 须 p 是 o- 可 加 的 并 且 对 于 每 一 集 4 = {a < f < 
b}nB,Be wy, 恒 有 

au(4) & p(A) « bp(A). 
8. 完成 定理 7 的 全 部 证 明 . 


9. 设 是 (0, xf,p) 上 的 可 测 函 数 , f 关于 / 的 积分 存在 ， 
令 


?4) = | fa Aew. 
A 
试 证 
oO0= | fa v7 (= fa 


= | Mla. 


10. 设 p 是 (2,o) 上 o- 可 加 集 函 数 , f 是 使 得 下 式 右 端 有 意义 的 可 测 函 数 ， 


定义 
fae= | fav+ — | fap-. 


试 证 这 个 积分 具有 8 2 所 述 的 主要 性 质 . 

11. 集 代数 多 上 的 -可 加 集 函数 p 可 以 扩张 为 c(F) 上 的 -可 加 集 函 数 的 
充分 必要 条 件 是 p 是 有 下 界 或 有 上 界 的 . 并 且 , 如 果 yp 是 oc- 有 限 的 , 则 扩张 是 唯 
一 的 , oc- 有 限 的 . 

12. 若 不 是 o- 有 限 的 , 则 即使 ” 有 限 , Radon-Nikodym 定理 也 不 一 定 成 立 . 


(sx 考虑 反例 : 8 = [0,1], x = {4 : 4 cc [0,1]， A 或 Ac 可 列 }, p(4) = 4 中 点 的 


,4 要 
Ts | 人 | 
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在 第 1 章 81.3 我 们 已 经 给 出 了 乘积 空间 与 乘积 -代数 的 定义 ， 并且 在 构成 m 
维 Borel 域 和 ” 维 实 (或 复 ) 可 测 函数 的 过 程 中 见 到 了 它们 的 应 用 . 这 一 章 我 们 要 
在 乘积 空间 上 建立 一 种 测度 一 一 乘积 测度 , 并 且 研 究 在 乘积 空间 上 可 测 函数 关于 
乘积 测度 的 积分 . 

首先 我 们 从 概率 论 和 数理 统计 的 实际 需要 来 闹 明 建立 乘积 测度 空间 的 必要 性 . 

在 数理 统计 中 , 一 个 基本 思想 是 借助 于 随机 变量 上 在 ”次 独立 试验 中 的 观测 
值 z1,… ,zn 来 推测 上 的 概率 性 质 ， 由 于 在 每 次 试验 中 所 得 到 的 观测 值 具 有 随 
机 性 , 因此 我 们 将 这 些 观 测 值 看 作 是 同 ¢ 具有 相同 分 布 律 的 n 个 随机 变量 , 记 为 
6 ,én; 又 因为 试验 是 独立 进行 的 , 所 以 各，… ,én 应 该 是 独立 的 . 于 是 它们 的 
分 布 律 应 为 


Pléi€ Bi,* ,én € Bn)= P(é1 € Bi):..P(én € Bn). (1) 


上 面 的 叙述 看 来 是 自然 而 合理 的 , 但 仔细 分 析 却 有 待 于 严格 化 , 其 原因 在 于 é&1,……， 
én 是 我 们 根据 直观 要 求 而 引入 的 随机 变量 . 我 们 必须 证 明 存在 一 个 概率 场 , 在 这 个 
概念 场 上 存在 n 维 随机 变量 (€1,…… ,所 ), 其 分 布 律 满足 (1) 的 要 求 , 因而 &，… ,én 
是 独立 的 . 

现在 我 们 来 考虑 解决 上 述 问 题 的 途径 . 

设 上 是 概率 场 (人 , x, P) 上 的 随机 变量 . 在 直观 上 ;(&1,… ,é&) 的 值 是 上 在 mm 
次 独立 试验 中 依次 出 现 的 值 (z1,… ,za), 而 (z1,… ,zn) 又 反映 了 在 n 次 独立 试 
验 中 依次 出 现 了 基本 事件 1,… ,wn, 其 中 上 (wa) = z1,… ,tlwn) = zn, 因而 自然 
我 们 取 

Po =Dx.…xPD= {(oi Wn) :wk E ,k=1,...,n), 


它 是 0,… , 2( 共 nn 个 ) 的 乘积 空间 . 以 它 为 基本 事件 集合 , 而 定义 
Ek (Wl Wn) = E(wk), k=1,.…,n. 


这 样 , (&1,… ,én) 可 以 满足 我 们 提出 的 用 来 反映 在 n 次 独立 试验 中 所 取 的 值 的 
要 求 , 此 外 我 们 还 应 在 20m 上 构造 一 个 o- 代 数 ym, 使 各，… ,&% 是 关于 它 可 测 
的 . 由 于 

{&1 € B1,.*. ,én € Bn} 


第 4 章 乘积 测度 空间 . 215 . 


一 {f(wi,，…， ,Wn) :6Ei(w1 ,Wn) E Bi,i = 1,... ,n} 
一 {(wi,，…， , Wn) :wiE Ai,i= 1,..- ,n} 
一 41 XxX... x An, 


其 中 
Ai = {wi: wi € Qi) = (wwWn) € Bi} = {é € Bi}. 


为 使 (&1,… ,&;) 关于 ym) 可 测 , 必须 使 wz 包含 一 切 可 测 矩 形 4 x … x 4. 
而 这 样 的 可 测 矩 形 类 上 的 最 小 o- 代 数 就 是 xf x … x zy ( 即 n 个 xy 的 乘积 o- 代 数 ). 
因而 取 
om XxH. 
n 个 
在 xt" 上 定义 一 个 概率 P(m), 使 它 满足 


PW (Ax... x An)= P(A1) x x P(An). 


这 样 一 来, 我 们 就 把 问题 归结 为 下 述 一 般 问题 : 给 了 n 个 概率 场 (De of, Pi),k = 
1,… ,n, 是 否 可 以 建立 一 个 概率 场 (2(9, sz, Po), 使 得 


QW = x... x 人 2 
A = A XX A 
而 Pm) 满足 条 件 
PM) (A xx An) = (A1).… P(An), 对 一 切 A € tf, 


k=1,...,n. 


前 面 提 到 的 问题 就 是 这 个 一 般 问题 中 (CD 4, Pe),k = 1,… ,n 都 相同 的 情形 . 

更 一 般 些 , 如 果 最 初 所 提 的 问题 中 , 试验 次 数 不 限 定 在 一 个 固定 的 次 数 以 内 , 而 
是 可 以 任意 地 增加 , 类 似 地 我 们 就 需要 引入 一 个 独立 随机 变量 序列 : &1，… , én,… ， 
它们 分 别 与 具有 相同 的 分 布 律 . 这 样 就 导致 下 面 更 一 般 的 问题 : 是 否 可 以 建立 如 
下 的 概率 场 (2(co), gy (%), Feo))， 使 


P(eo) 一 {(o wn) wn E 人 三 12 
sn) 是 包含 一 切 下 列 形式 的 集合 的 最 小 o- 代 数 : 


页 站 是 人 Ey EE | OR Te E.R 
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k=1,. ,nd Ei=n+l,n+2,..……), 


其 中 hk e ,k= 1,… ,n,n 是 任意 自然 数 , P(%) 满足 下 面条 件 : ( 称 为 无 穷 乘 积 
概率 ) 
POOO(AL x :x An x fri XxX.)= P(A) x.… x P(An), 


其 中 hj € zh,k = 1,… ,n,n 是 任意 自然 数 . 

这 一 章 里 我 们 来 讨论 上 面 的 问题 , 与 此 密切 相关 的 是 : 既然 (2 人) 上 的 
概率 由 ,k= 1,… ,n 来 决定 , 因此 (2 四 ,ym, P() 上 可 测 函数 的 积分 也 应 该 
由 (人, 吹 ,及 ), = 1,.… ,n 上 的 积分 表示 , 这 就 是 重 积分 与 累 次 积分 的 互 化 问题 
(Fubini 定理 ), 也 将 在 本 章 讨论 . 

上 面 提 出 的 一 些 问 题 , 有 些 可 以 在 具体 的 测度 空间 上 来 讨论 , 例如 一 维 Borel 
集 与 ” 维 Borel 集 , 直线 上 的 Lebesgue 测度 与 n 维 空间 中 的 Lebesgue 测度 (实际 
上 是 它 在 Borel 域 上 的 限制 ) 的 关系 , 就 是 上 述 一 般 问题 的 特例 . 因而 本 章 所 讨论 
问题 的 重要 性 不 限于 概率 论 方面 . 有 限 维 乘积 空间 与 Fubini 定理 有 着 广泛 的 应 用 . 
但 是 本 章 仍然 着 眼 于 这 些 理论 在 概率 论 中 的 应 用 , 举 出 一 些 实例 , 说 明 有 限 维 乘积 
测度 、Fubini 定理 及 无 穷 乘 积 概率 是 如 何 用 来 从 理论 上 讲 清 一 些 实践 中 过 到 的 问 
题 的 . 


84.1 有 限 维 乘积 测度 


我 们 首先 建立 二 维 乘积 测度 , 为 此 先 给 出 以 下 概念 . 
定义 1 设 4c mx 人 2, 对 于 任意 取 定 的 we 21, 和 集合 


4 = A(wi) = {ww2 : (w1,w2) € A} 
称 为 4 在 wi 处 的 截 集 ; 对 于 任 一 取 定 的 wa e 人 2， 
hs = 4(wa) = {w1 : (w1,w2) € A} 
称 为 4 在 w? 处 的 截 集 (其 中 4。, 或 4A(wi),i = 1,2 是 我 们 规定 的 用 来 表示 截 集 的 
x 当 wie 人 时 ,A(w1) C f22, 而 当 wa e f22 时 A(w2) C 021, 并 且 若 4 和 4=%， 
则 4A(wi) = Zi = 1,2. 


截 集 具 有 下 述 性 质 . 
性 质 1 对 于 i=1,2 有 


ANB= 8 A NB,,=%; (2) 
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423 也 一 4. DB (3) 
A= Uj 4(m 一 > A,, = Uj Al™); (4) 
A= 4™ -一 A,, = M4; (5) 
mm m™m 
C=A-B—>0,= A,,-B,.. (6) 
特别 ， 
(49)。 = (4Aw,)°. (7) 


这 些 等 式 , 读者 根据 定义 不 难 验 证 . 

定理 1 设 (Rs 好 ),; = 1,2 是 可 测 空间 , 若 4e 4 x 6, 则 对 任何 wi e 1 
来 说 ，4. e 6 而 对 任何 wa e 人 2 来 说 ，4.。e 24. 

这 个 定理 也 可 以 简单 地 叙述 为 : 可 测 集 ( 吧 x 6- 可 测 ) 的 任何 截 集 是 可 测 集 
(相应 地 ，o44- 可 测 或 -可 测 ). 

证 设 

M = {AEe mh x :对 一 切 wi € (91, A € 鹃 对 一 切 wa € 02, A, € 24}, 

G = {4= A x As: Al€ ,A € 0}. 


根据 ch x o% 的 定义 , mh x 6 = ol 多), 今 往 证 纲 是 包含 多 的 o- 代 数 . 
车 4= Ai x hs € %, 显然 有 


A A 

(A1 x A2),, eh 2) WwW1E 1， 

纪 ， wi ¢ Ai, 

41，w2 € 42， 

wx 2 

2, w2 ¢ hs, 

故 缴 D 5%G. 

由 性 质 1 易 证 纲 为 -代数 , 故 巴 5 c( 名 ) = 硼 xX 喇 ,而 昕 CC 码 x 吗 , 故 
M = fl x ph. 口 


定义 2” 设 f(wi,w2) 是 定义 在 9; x 82 上 的 函数 . 对 于 任意 取 定 的 wi e 2， 
函数 
fui(w2) = fw1,w2), w2 € (22, 


作为 22 上 的 函数 , 称 为 了 在 wi 处 的 截 函 数 ; 对 于 任意 取 定 的 wa e 022, 函数 


(ul) f (WwW1, WwW2), w1 € f21, 
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作为 0; 上 的 函数 , 称 为 了 在 wz 处 的 截 函 数 . 

定理 2 ”如 果 f 是 (2 x 人 ,oh x 4) 上 的 可 测 函数 ( 实 的 或 复 的 ), 则 对 任 
意 取 定 的 wi € 021,f, 是 (人 ,44) 上 的 可 测 函 数 , 而 对 任意 取 定 的 wo e 02, fs 是 
(01, 4) 上 的 可 测 函 数 . 简 言 之 , 即 可 测 函 数 的 截 函 数 是 可 测 函数 . 

证 ”对 于 任意 的 B e 多 ( 当 f 是 实 可 测 函 数 时 多 = 多), 当 三 是 复 可 测 函 数 
时 B= 外))， 


f-1(B) = {(w1,w2): flwi1,w2) € B}e mm x 2%, 


f5.(B)= {2 : fui(w2) € B} = 人 : f(wi,w2) € B} 


= {2: ww) € f°1(B)} = {171(B)o. 
由 定理 1 知 f61(B) € 6%, 故 f, 是 (022,0) 上 的 可 测 函数 ， 同 理 可 证 f,。 是 
(21, 244) 上 的 可 测 函 数 . 口 
定理 3 设 / 是 (0 x 人 9,mh x 4) 上 的 非 负 可 测 函数 ,yi 是 (0;, .04),i = 1 2 
上 的 oc- 有 限 测 度 , 则 
) tao) (pio | fen ) 
人 92 


是 (022, 6%)( 相 应 地 (21, oh)) 上 的 可 测 函 数 . 

特别 , 对 一 切 A € oh x zp, p11(A(w2))( 相 应 地 jpa(4(wi))) 是 ot( 相 应 地 4) 可 
测 函 数 . 

证 ”由 于 证 法 完全 相同 , 我 们 只 证 关于 | f (wwa)dn(wi) 的 论断 . 

若 定理 的 前 一 部 分 获 证 , 则 令 f(wi,w2) = xa(wivws) 即 得 后 一 部 分 结论 . 再 者 ， 
由 于 对 一 切 wz e 9 来 说 ,f,(wi) 是 4 可 测 的 , 故 f(wi,w2)dpi(wi) 存在 . 

人 21 
) 先 证 对 任何 Ae of x 翅 , xa(orswz)dm(wn) 是 码 可 测 的 
121 
由 于 ju 是 (2 oh4) 上 o- 有 限 测度 , 因而 存在 Po) e ch,n = 1,2,.… 两 两 不 


交 u(Q) <o01n=42,… 且 》 ,024m = 人 4. 令 
n=1 


Mt = {4: 对 一 切 正 整数 nm, / ,X42)dpn(wi) 是 eg- 可 测 的 }. 
Ql™ 
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易 知 , 着 4e 钢 , 则 站 X4(wlwa)dua(wa) = 和 人 Xa(w1,w2) -dpi(w1) 是 吗 - 可 
测 的 . 
令 
C= {A x 42 : 4; € ,1 = 1,2}. 


是 系 , 若 A Ee A = 4x44 € ,i = 12 对 任何 正 整数 mw， 
上 LXa(wbwajdha(oa) = Xaa(wajma(4a ng ) 是 0- 可 测 的 ,故乡 C 叮 . 


再 证 各 是 和 - 系 . 因为 81 x f22 € %, 因而 fi x 022 € MN. 若 4,B em,A CB, 
即 对 一 切 正 整数 "|, xa(onwa)an(e), 人 XB(w1,w2)dp1(w1) 是 ov% 可 测 的 ， 


且 易 证 它们 都 是 有 限 的 , 故 对 一 切 正 整数 mw， 


扩 ) XB-A(w1, wa)dpH1(w1) 本 人 , (XB(w1,w2) — XA(wW1, Ww2)) dh1(w1) 
I 11 
= xaonoadaloD- | X4(wl,w2)dHi(wl) 
Q(™) Q(™) 


是 区 -可 测 函 数 。 即 gr 对 真 差 封闭 。 再 若 4 e Mm = 1,2,… ,Am 1 4, 则 对 任 
何 正 整 数 no， 


/ XA(W1, w2)dn1(w1) = mf XAm (V1, w2) dh1(1) 
0(™) 7 一 OO 0(™) 


是 sp- 可 测 的 ， 因 而 名 对 单调 增 运算 封闭 . 因而 甸 为 包含 r 系 多 的 入 系 , 故 
ND co(G) = sh x sh. 这 就 证 明了 对 任何 4 € oh x wf Xa(wi,w2)dp(w1) 是 
< 可 测 函 数 . 

i 再 证 f 是 (Pi x (2, 44 x 42) 上 任意 非 负 可 测 函 数 的 情形 . 

事实 上 , 由 i) 知 当 flwiyws) = Xa(wi,w2),AE dx 时 上 Jolwaz)dHa(wl) 
是 -可 测 的 . 于 是 由 积分 线性 性 质 知 当 f 是非 负 简单 函数 时 定理 的 结论 正确 , 再 
由 单调 收敛 定理 知 f 是 非 负 可 测 函 数 时 定理 成 立 . 口 


现在 证 明 乘 积 测度 的 存在 及 唯一 性 定理 . 
定理 4 设 (2 4,1n),i 一 1,2 是 两 个 co- 有限 测 度 空间 , 若 令 


J(A) a 1 pa( Alwi)dm(wi), AE A x om (8) 
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J(A) 2 上 1 (Alwa)) draw2), A € oA x oh, (9) 
则 是 oh x ok 上 唯一 的 一 个 满足 
L(A1 x A2) = 11(A1) .Ha(42) ,对 一切 4 € 7,1i = 1,2 (10) 


的 oc- 有 限 测度 . 
证 i) 先 证 满足 条 件 (10) 的 y 一定 oc- 有 限 且 唯一 . 事实 上 , 由 于 ji 是 c- 有 限 


的 , 帮 有 0 e of,n ==1,2,… 两 两 不 交 , (01") < con 一 12,…, 且 D0" -~ 
n=1 
Qi 二 1,2. 于 是 8" x QL e oh x 2k,m,n = 1,2,… 两 两 不 交 ,》 0 x 0 = 
21 x f22, 且 对 每 一 m,n 
AQ x OY) = p28"™) .pal QA") < oo 
因而 y 是 oc- 有 限 的 . 其 次 , 若 还 有 / 满足 (10), 即 
HW (Al x A2) = pn(A1): 12(Ah2), Ai € ,i = 1,2, 


则 
WW (A x A2)= L(A1 x A2), Ai € 4,i = 1,2, 
即 jy 与 在 可 测 和 矩形 类 多 上 相等 , 但 多 是 半 集 代数 ,ou x 66 = c(G), 再 由 测度 
扩张 定理 知 jy' 与 4 在 hi x 吧 上 相等 . 
i) 令 
L(A) = 上 Ha(Alwi))dn, Ae ma x oh, 
O; 
由 定理 3 知 对 一 切 A € 4 x 6,12(4(w1)) 是 oh- 可 测 的 , 显然 它 是 非 负 的 , 因而 
由 (8) 定义 的 y(4) 是 o44 x 吧 上 的 非 负 集 函 数 ， 
再 证 上 具有 c- 可 加 性 . 
设 4m e 4 x cp,n 二 1,2,.…… 两 两 不 交 , 则 由 


(4 (0) = AW) 


且 4 四 (wn) e 4,n = 1,2,… 两 两 不 交 , 故 由 ja 的 o- 可 加 性 及 单调 收敛 定理 知 


人 


(并 am -上 (FA jan 
| 2 H(A (wn))adp 
= 工人 Hp2(4t (wa))dha 


= D(A®). 


故 4 是 m4 x wtp 上 的 一 个 测度 . 
由 于 对 任何 A1 x A2 e 多 ， 


p(A1 x Ag) = 人 pal(A1 x haj(onD)ama 


= A EE 
故 由 (8) 定义 的 满足 (10). 同样 可 证 由 (9) 定义 的 j 也 满足 (10). 由 i) 知 (8)( 或 
(9)) 定义 的 1/ 是 满足 (10) 的 4 x m6p 上 唯一 的 测度 , 且 它 是 -有 限 的 . 口 
定义 3 设 (0,, ,1i),i = 1,2 是 两 个 oc- 有 限 测 度 空间 , 称 满足 (10) 的 /为 向 
和 jo 的 乘积 测度 , 记 作 jxpz, 而 (fi1xf22, 4 x6,11X12) 称 为 (fi, 97, 1),1i = 1,2 
的 乘积 测度 空间 . 
推论 设 (mx 4 x 66,1 x 2) 是 (8, 4,1),i = 1,2 的 乘积 测度 空间 ， 
则 4e 4 x 6,n(4) =0 的 充分 必要 条 件 是 
Ha(4(wi)) = 0, a.e.H 
或 
LH1(A(w2)) = 0， a.e. 12. 
证 ”由 于 jo(A(w1)) 是 非 负 m4- 可 测 的 , 由 积分 性 质 知 


n(4) = 上 pa( Awi)din =0< po(Alw)) = 0(a.em). 
同 理 可 证 
u(A) = im(Alwa))dpa =0 > 让 (4(ws)) = O(a.e. 2). 口 


例 1 设 (RD, 久 (0,p),i= 1,2 是 两 个 一 维 L-S 测度 空间 , 设 jv; 是 由 分 布 函 
数 五 (z) 决定 的 , i = 1,2. 则 由 上 述 定理 知 有 (RY x RD, 有 0 x 多 9,pi x jp2)( 即 
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(RG), 呈 Ga x pa)) 存在 , 且 4 = jn x ja 是 cc- 有 限 测度 . 今 决定 / 的 分 布 函数 . 
由 于 对 一 切 a = (ai, a2),b = (bi,b2), 


[a, b) 一 [al, 0) x [a2, 52). 


故 
A({a, b))= pi1([a1, 01)) : 12([a2, b2)) 

= (Fi(b1) — Fi(01)): (F2(b2) — Fa(a2)) 

= (bi)F2(b2) — Fi(bi) F(a2) 

一 五 (a1)F2(b2) 十 记 (a1)F2(a2), 
若 令 

F(z1, 72) = F(z1)F2(72), 

则 


po,b)) = As.aF. 


因而 是 多 (2) 上 的 L-S 测度 , 且 它 由 分 布 函数 P(ziz?) = 五 (7z1)F2(z2) 唯一 决 
定 . 

对 于 有 限 维 乘积 可 测 空间 上 乘积 测度 的 构造 , 可 以 使 用 归纳 法 (也 可 以 完全 比 
照 二 维 的 情形 ) 来 证 明 一 系列 的 定理 . 

定义 1 设 Ac fx:…x 2,, 则 对 任何 (wi wi) € 人 2 xx 人 


A(wi, ,Wik ) = {(wj 加 ， (wb Wn) E A} 


称 为 4 在 (wi,,… ,wis) 处 的 截 集 ，( 其 中 九 < 放 < < 加 pi< < 款 且 
(全 万， 加) 是 (1,… ,mn) 的 一 个 置换 .) 

定义 2 设 f(wi,… ,wn) 是 定义 在 Qi x … x 2 上 的 函数 , 对 于 任意 取 定 
的 (wi ,win) € 2 xX x fi 函数 


fi wi ) (Wi Pe ,Win ) = f (wi,: we , Wn)), 


(wj Cj) 三 fs xX: Xx fj 
称 为 f 在 (wiry ,Wi ) 处 的 截 函 数 . 其 中 (2 ,py 71， ,jn—k) 是 (1 ,n) 的 
一 个 置换 , 县 i < < 讨 ,j1 之 … 之 训 k. 
定理 1 和 定理 2 仍然 成 立 . 即 可 测 集 的 截 集 是 可 测 集 , 即 若 4 € &41 x… x 4， 
则 对 (1,…. ,n) 的 任 一 置换 (人 久 思 )( 其 中 和 < < 坟 记 < < 
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jing); 及 wil € oa E 4 oz) ec x…x 听 可 测 函 数 
的 截 函数 仍然 是 可 测 函 数 . 即 若 上 是 oh x … x 4 可 测 函数 , 则 对 (1,… ,n) 的 
任 一 置换 (ij)… , 庆 ) 太 四 (其 中 和 之 :< 计生 < < 和 有 及 we 
1 Wig E lis fs wi) 作为 Pi x … x 02;,_。 上 的 沙 数 是 oO x … x 9, 
可 测 的 . 

定理 3 的 类 比 是 

定理 3 设 f 是 (fx…x fm x… x zh4) 上 的 非 负 可 测 函数 ,jv; 是 
(02;, 920),i 二 1,… ,n 上 的 oc- 有 限 测 度 , 则 对 任何 (i3)… ,ix) C (1,… ,n)， 


/ …| Jo , Wn)dpi (cwi ) dhi (wi ) 
Di fi 


是 (Di x… x 2000961 X… Xj,_) 上 的 可 测 函数 . 其 中 (i)… iy,… ,jn-k) 
是 (1,… ,n) 的 一 个 置换 和 且 jj < .< 各- 

在 ” 维 乘积 可 测 空间 上 的 乘积 测度 存在 唯一 性 定理 仍然 成 立 , 即 

定理 4 设 (f2, ,ji) 是 nn 个 有限 测度 空间 , 则 在 乘积 空间 (0 x … x 
1 24 x… x sh) 上 存在 唯一 的 满足 条 件 


L(A1 xxX4n)=HM(4) :Hn(An), Ai € AA, 
i=1,. ,Nn (11) 


的 测度 j, 称 此 测度 为 乘积 测度 , 记 作 jn x … x po 或 [Tu 且 4 是 o- 有 限 的 . 它 
可 以 用 累 次 积分 得 到 , 即 和 


mx 


证 


其 中 (1 ,in) 是 (1,… ,n) 的 任 一 置换 . 

证 ”我们 先 利用 数学 归纳 法 证 明 存 在 一 个 4 x … x 4 上 的 oc- 有 限 测 度 jy 
满足 (11). 事实 上 , 当 n = 2 时 定理 成 立 (定理 4 所 证 ) , 假定 定理 对 于 n 一 1 成 立 ， 
则 存在 一 个 oh x … x s4_1 上 的 o- 有 限 测 度 pi/ 满足 


XA(wW1) , Wn)dpi, wa | djin (win)， (12) 


WAl Xx An1) = p1(A1) pn-i(An-1), 
es (13) 


由 此 利用 定理 4 推 知 , 存在 一 个  x … x 24 = (54 Xx… x 9-1) x zt, 上 的 测度 
4 满足 
L(A x An)= 1 (AN nn(An), A EA x x An, 
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An, € 好， (14) 
由 (13),(14), 这 个 /满足 


H4 Xx An)= (A x xX An-1): Ln(An) 


二 Mm(Ai) “ni(Ani)un(An), Ai € ,i 一 1, ,nN 


这 就 证 明了 存在 一 个 yi x … x op 上 的 测度 满足 (11). 

关于 满足 (11) 的 测度 的 唯一 性 , 可 以 仿照 定理 4 的 方法 证 明 . 

取 4 = hi x… x hn, 易 知 (12) 右边 定义 的 集 函 数 满足 (11) 且 具 有 非 负 
性 、c- 可 加 性 , 因而 是 满足 (11) 的 测度 , 再 由 ji x … x jn 的 唯一 性 知 (12) 成 立 . 

定义 3 设 (02,o4,1n),i = 1,…,n 是 nn 个 o- 有 限 测 度 空间 , 称 (2 x… x 
fn 54; XX 54 Hl XX jn) 为 (02, 0p),1 二 1,… ,n 的 乘积 测度 空间 , 其 中 
Ma X… X jn 为 满足 (11) 的 唯一 的 测度 . 

利用 乘积 测度 的 唯一 性 以 及 gf x … x & = (2 XX x) X (spt1 X'… xX 
rj), 二 2,… ,n 一 1, 可 以 得 到 

推论 ”对 任何 k=2,:…,n 一 1， 


(13 XX Wp) X (Mp4i XX pn) = 1 XX pn, (15) 


由 此 推论 , 利用 定理 4 可 得 
(aa x + x Jin)(A) 


= / (Lk+1 X':..Xx Hn)(A(wi,: 和 , Wk)) 
1 XX fk 


GUI Xx pk, (16) 


对 一 切 A € 4 x … x x 成 立 . 

注意 : 在 这 一 节 我 们 所 定义 的 乘积 测度 有 时 称 为 独立 乘积 测度 . 独立 是 概率 
论 的 术语 , 而 (11) 类 似 于 概率 论 中 事件 独立 的 定义 . 在 乘积 可 测 空间 (Qi x … x 
Do x…x 吹 ) 上 还 可 以 构造 非 独立 乘积 测度 , 关于 这 个 问题 , 在 第 5 章 中 将 会 
进行 探讨 . 

现在 我 们 举例 说 明 有 限 维 乘积 测度 在 概率 论 中 的 应 用 . 

我 们 先 解决 引言 中 提出 的 问题 . 

例 2 设 上 是 概率 场 (9,.x,P) 上 的 随机 变量 , 分 布 函数 为 F(z), 则 存在 一 个 
概率 场 , 在 其 上 有 n 个 独立 随机 变量 &1,… ,&%, 它们 分 别 与 & 具有 相同 的 分 布 函 
数 . 
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证 首先 建立 乘积 概率 空间 , 令 


NWM=Nx x AVM=A X.Y, 
Ne Ne 
mn 个 mn 个 
P™)=Px...xP. 
一 一 一 一 


n 个 
在 82(") 上 定义 


&i(W1,* , Wn) = €(wi),i ES 1 这。 


由 于 


{é&1 < Tl ,En < rn} 

Es {(wi,: RS ,Wn) ， é€(wi) < Zi 一 ,1} 

一 {wi ， é€(w1) < Z1} X …… X {wn ， €(wn) < zn} 
是 可 测 和 矩形 , 因而 

PO)(é& < Tl ,En < Tn) = P(E < zx1)::: P(E < 2n), 
即 
及 (Tu ,Tn) = P71) F(zn). 

由 于 (1,… ,én) 的 分 布 函数 可 以 分 解 成 ”个 分 布 函数 的 乘积 , 因此 & ,…. ,é&% 独 
立 (第 2 章 82.4 定理 2). 并 且 每 一 &; 都 与 上 具有 相同 的 分 布 函数 F(z). 


例 3 . 设 & 是 概率 场 (12;,.%,P;) 上 的 随机 变量 ， 其 分 布 函数 为 五 (7z),i = 
1,… ,n. 在 乘积 概率 空间 (2 ,az Pt ) 上 定义 


Mm(wi, , Wn ) = & (wi), (wa , Wn) € Pi se ) 也 


则 六 …… ,nn 是 独立 随机 变量 , 且 wi; 与 &; 同 分 布 , i = 1 ,n. 
证 ”由 于 对 一 切 (zi1,… ,zn) € RW， 


{m1 <z ,Mn < Ln} 
= {(oi un) E(w) < Zit = 1,...,n} 
= fon: en) < 1} x0 {om ln) <an 


Fn ,nn (T1, , Tn) PW (mm < T1… ,Th < Zn) 
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=P(é < Zz) P(tn < zn) = F(T1) :Fn (zn). 


因而 hw,… ,mm 独立 且 w; 与 & 具有 相同 的 分 布 函 数 F(x),i = 1,… ,n. 

例 4 对 于 任意 给 定 的 ”个 概率 分 布 函数 所 (zi),i = 1,… ,n, 总 存在 ”个 独 
立 的 随机 变量 &,… , 6, 使 得 &; 的 分 布 函数 恰好 是 Fi(zi),i = 1,… ,n. 

证 由 玉 (zi) 可 决定 一 个 概率 场 (RD, BD), 只 ),i = 1,… ,m 其 中 (RD, 罗 0)) 
是 Borel 空间 . 由 它们 构成 的 乘积 概率 空间 是 (Re ,多 ,已 x …x 叫 ) 在 其 上 定 
义 


(Zi ,Tn) 一 2H = 1,..: ,nN, 


则 é&; 以 瓦 (zi) 为 分 布 函数 , 且 &1,… ,名 独立 . 
例 5 用 乘积 概率 空间 建立 n 次 独立 试验 的 概率 场 . 设 第 i 次 试验 中 事件 4; 
发 生 的 概率 为 p, 于 是 第 i 次 试验 的 概率 场 为 (02;, 4, 忆 ), 其 中 


0 wo 表示 事件 4 发生 ， 
. “”“ ”表示 事件 4; 不 发 生 ; 
2 = {2, {wi}, {0i}, 12;)}; 
Pi({wi}) = 7p, Pi({6i}) = 1— 72. 
在 其 上 定义 随机 变量 &; 为 
&i(wi) =1, &(wi)=0. 
n 次 独立 试验 的 概率 场 为 (Qi x … x 04, 44 x … x 240, 吧 xX… x 了 号,), 在 其 上 定义 
随机 变量 
Mi(w1, i , Wn) 一 和 (wg) wy 一 wj 或 jp 了 = 1,... ,n, 
i=1,...,n. 
则 m%,… ,7n 是 独立 随机 变量 , 且 
Px:..xP(m=1)= P(t=1)=p, 
PP x:.xP(m=0)= P(t=0)=1-p. 
若 令 
Cf Sm, 
《一 二 
则 ”是 乘积 概率 空间 上 的 随机 变量 , 它 表 示 n 次 独立 试验 中 事件 4; 发 生 的 次 数 ， 
今 求 其 概率 分 布 . 


由 于 六 只 取 0, 1 为 值 , 因而 7 只 取 0,1,… ,mn 为 值 , 且 
Px:..xP(n=&k) 


= 2 Px..:xP(m,=1,s=1,...,k, 
1&ii< .<i Sn 
m=0,tzis,l tgn) 


(rt —p)™*,k =0,1,..,n. 
注意 , 我 们 记 {n= 及 为 4 内 ,而 
AW) 二 {(w1,* , Wn) ， 在 wi,… ,中 恰 有 k 个 
win — k 个 i},k = 0,1,... ,n. 
故 Px x P(A®) = (Pr 一 p)"-k. 这 一 结果 在 $3 中 将 要 用 到 . 
习题 及 补充 
1. 试 间 硫 x 克 = 项 X 胡 吗 ? 其 中 表示 of 对 jw 的 完备 化 ;i = 
1,2; 2 x of 表示 sh x 2% 对 测度 Hi X H2 的 完备 化 . 
2. 若 0 是 一 不 可 数 集 ,ez 是 包含 2 中 一 切 单 点 集 的 最 小 o- 代 数 , 则 2x2 的 
对 角 线 4 = {(w,w) :we 1} 不 属于 yf x oy, 但 对 任意 wi e 1, 4, & 9, 对 任意 的 
2 € 1 4 EA. 其 中 
A 一 {wa : (w1, w2) € A}, 
A = {wi1 和 (wi, w2) € A}. 
这 说 明定 理 1 的 道 命 题 不 成 立 . 


3. 设 &, &2 是 独立 随机 变量 , F(z), F(zx) 是 它们 的 分 布 函数 . 试 应 用 乘积 概 
率 定理 证 明 &1 + 6 的 分 布 函数 是 


Fa = Fils- Waraly) 
4. 设 (2, sy, 了) 是 概率 空间 , f(t,w) 是 多 (D xy 可 测 的 . 若 对 每 个 te RR, f(t,.)， 
a.e.(P) 有 限 , 试 证 


pu({t: f(t,w) = 0}) = 0,a.e.(P), 
其 中 4 表示 Lebesgue 测度 (提示 : 令 4 = {(t,w); f(t,w) = oo}, 考虑 px P(A4)) 


5. 设 f 是 (2 x… x [6,24 Xx… x 4) 上 的 可 测 函 数 , 试 证 : 对 于 任意 取 定 
的 (Wi, , Win ) € (2 Xx hi,, (Kk < n), f 在 (Wi ,Wi ) 处 的 截 函 数 aa) 
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是 (7, XX fj A 义 … “Xx fj 1) 上 的 可 测 函 数 . 其 中 (i 1 ,jn—k) 
是 (1,… ,n) 的 一 个 置换 . 
$4.2”Fubini 定理 


这 一 节 我 们 要 讨论 习 积 测度 空间 (全 xx f24, 94 XxX… Xx ry XX jn) 
上 的 积分 ( 称 为 重 积分 ) 与 原来 给 定 的 测度 空间 (8;, 46,4),i = 1,… ,n 上 的 积分 
的 关系 . 我 们 将 证 明 , 在 一 定 条 件 下 重 积分 可 以 化 成 对 jv … ,pm 的 累 次 积分 来 进 
行 计 算 , 通常 称 为 Fubini 定理 , 它 有 着 广泛 的 应 用 . 

首先 , 我 们 讨论 n = 2 的 情形 . 

定理 1 设 (8f2, 4, 1),i = 1,2 是 两 个 oc- 有 限 测度 空间 , 若 f 是 hi x . 吗 - 可 
测 的 非 负 函 数 , 则 


A Ja xm 人 (/ fmoles) ant 


= (/ fiat) ] diales) 
22 1 


证 ”由 于 方法 相同 , 只 证 第 一 等 式 . 
首先 , 由 84.1 定理 3 知 / flwiwa)dpz(wz) 是 (2 4) 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 
122 


因而 等 式 右 端的 积分 永远 存在 . 
其 次 , 我 们 设 /= x4, 4 & 项 x o%, 则 由 乘积 测度 的 定义 知 


/ fap x pa = ja x 1a(A)= / pa( Alwi)) dp (wi) 
NR1 Xx fz 21 


=/ (/ CsCadato dno) 
= 上 (/ otras) ) hl 
= 上 (/ toes) ) sialon) 


因此 当 /为 4 x o% 中 集合 的 示 性 函数 时 (1) 式 成 立 . 由 于 积分 的 线性 知 f 为 非 
负 简 单 函数 时 (1) 式 也 成 立 , 设 f 是 非 负 可 测 函 数 , 则 有 f+? f, {fs} 是 非 负 简单 
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函数 序列 . 于 是 由 单调 收敛 定理 及 非 降 函 数 积 分 的 非 降 性 及 (1) 式 对 非 负 简 单 函数 
成 立 的 事实 知 


| fap x p2 = lim fndh1 x Ja 
TXT22 


oe. 121 x 2 


no0 


=/ lim (/ foo onialos) ) ialon) 
Ni oO 122 


-上 外 lim Aneadata ) dps 
TD 2 多 一 OO 


= 人 (/ oY) dp (wi). 品 


定理 2 设 (Qo4,1),i == 1,2 是 oc- 有 限 测度 空间 , f 是 oh x vg 可 测 函 数 
且 关 于 ji x ja 的 积分 存在 , 则 


gl) = 上 joboa)aualua,ae.0a) 存在 且 od 可 测 ; 


= lim (/ fooon) paten) ats) 


h(w2) = 上 juaiwa)dulwoi,ae.(pa) 存在 且 吧 可 测 ; 


ii) | gd11， 站 hdu2 存在 且 


/ fdh1 x p2 = 9dHl =- 上/ hdp2; 
(1 Xx (V2 21 f22 


过) 车 f 关于 ji x p2 可 积 , 则 9g,h 分 别 关 于 pi, pz 可 积 . 
证 ”只 证 关于 g 的 论断 . 由 于 复 值 函数 可 以 分 为 实 虚 两 部 分 考虑 , 故 只 考虑 f 
为 实 可 测 函 数 的 情形 . 


i) 由 于 / fd x pz 存在 , 因而 f+dp x ja 或 / -dp x a 
fA1 XN2 NR1X 2 2 


1X 22 
有 限 , 不 妨 设 后 者 有 限 . 
再 由 定理 1 知 


/ f+dm x p2 = | 六 oo dji2dHl， 
f1 x (2 1 122 


因而 / f-(w1，wz)dnz，aie.(1) 有 限 且 关于 ui 是 可 积 的 ， 由 $4.1 定理 3 知 
122 


人 f+(w1yw2)dua(w2) 是 6- 可 测 函 数 ,所 以 


ge a flwr wo) apa(e) 
. / f+ (wi wa)dpa(w2) — | f- (wa wa)dpa(wa) 
{22 122 


对 几乎 所 有 的 w: 有 意义 , 因而 是 几乎 4- 可 测 的 . 这 就 证 明了 ji). 
i) 由 于 积分 的 线性 性 及 人 广 (wiwa)dhua(ws),ae.() 有 限 且 关于 ji 可 积 ， 
因而 | 


人 ， 人 ee fim he et a i 
Sy ( A dp1(w1) 
21 122 
-|/ (/ 六 Coeaaatea dh1(w1) 
人 121 122 
= 人 (/ f+ (w1, wa)dp2(w2) 


-| RE A 
f22 
=|/ g(wi)dp1(w1). 

4 : 


il) 车 f 关于 jn x pz 可 积 , 则 上 f+dua 关于 ji 可 积 , 故 9 关于 ji 可 积 . 口 
推论 1 设 (0, eh,14),1 二 1,2 是 两 个 oc- 有 限 测度 空间 ,f 关于 sh x 6 可 测 ， 


/ (/ eensaton) ) dui(wW1) < oo 

121 122 

| (/ foiinlen)] dj2(wW2) < oo， 
Po \ /a 


则 f 关于 jp x pw 可 积 , 因而 


ee fap1 x Ha -人 (/ fon) dalen) aa 人 
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到 人 人 fovea ) dts) 


证 “| 中 是 区 x 翅 可 测 函数 且 非 负 , 应 用 定理 1 得 
人 Hom x p2 = 人 (/ wn ialon) ) dui(wi1) 


= / ( / fon) nln) dnlon) < oo 
T22 21 


故 f 关于 jw x p2 可 积 , 再 应 用 定理 2 即 得 所 需 结论 . 

注 ”上面 的 定理 和 推论 当 积 分 区 域 是 任意 可 测 矩形 4! x 4 时 也 都 成 立 ， 
相应 结论 的 陈述 只 需 将 上 面 定 理 中 的 Vi, po 分 别 换 为 41, 4 即 可 . 其 证 明 可 以 
对 f(wi,w2)XaixA4z(w1i,w2) 应 用 已 得 的 定理 和 推论 , 并 注意 到 XAx4z(wlwa) = 
XAi(w1)XAz(w2) 而 得 出 . 


一 般 来 说 , 对 于 任意 G e sh x 6, 将 上 面 的 定理 和 推论 应 用 到 函数 f(wi， 
wa)Xc(wiwa), 也 可 以 得 出 一 般 区 域 上 的 重 积分 化 累 次 积分 的 公式 . 即 

推论 2 车 (Q;, x4, pi) 是 oc- 有 限 测 度 空间 , f 是 4 x cg 可 测 函 数 ， 

i) 车 4i € ch,i = 1,2, fxs,xas 满足 定理 2 或 推论 1 中 f 所 应 满足 的 条 件 , 则 


fo Ja x po = 人 (/. Hereadet dui(wi) 
=/ (/ foam) ) dle) 
A2 41 


ii) 车 Ge oh x 6, fxe 满足 定理 2 或 推论 1 中 f 所 满足 的 条 件 , 则 


h fam x Ha2 -上 人 ( /reneaaata dhi(w1) 
= 上 (/ tonenanto) ) dratos) 
Do \ JG(w) 


例 1 i 设 fn > 0,m,n 一 1,2,…, 则 


2 fmn = >》 pA DY fn: 


m,n= ?7 一 1 n=1 n=1 m=1 
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ij 设 》 >》 fmn| < co, 则 》 J 3 Sy 》 fimn 收敛 , 且 
m=1 n=1 m,n=1 m=1 n=1 n=1 m=1 


ye 


m,n=1 m=1 n=1 n=1 m=1 


事实 上 , 设 8; = {1,2,…}, 4 是 82; 的 一 切 子 集 作成 的 o- 代 数 ,yi(4) 表示 
集 4 中 所 含 点 的 个 数 (计数 测度 ). 则 (8;, gh, pi),i = 1,2 显然 是 o- 有 限 测 度 空间 ， 
fmmn = 1,2,… 是 chi x oh 可 测 函 数 , 故 利用 定理 1 及 定理 2 的 推论 即 可 证 
), 这 成 立 . 

例 2 设 { 所 } 是 (2,oz,m 上 可 测 函 数 序列 , 为 oc- 有 限 测度 . 若 


> /tia <o 
n=1 


> {ira < co， 
n=1 


则 六 f(w),ae. 存在 , ae 可 测 , 关于 jz 的 积分 存在 且 
n=l 


上 2 fro)dp(o) = 2 上 思 (w)du(w)， 


事实 上 ， 若 令 (f21, 1, H1) 到 (1, 9, 4), 而 ({22, 20, 12) 如 例 1 所 述 . 令 f(w,n) 一 
fn(w), (wm € 1 x (2, 则 对 任 一 B € 8， 


{(w,n) : f(w,n) € B} = Dt ) EB} x {n} € 2 x 2%%, 


而 F#(wmn) = 防 (w), 对 一 切 (wm € 全 x f2 都 成 立 , 由 定理 1 易 知 


| 三 (Co maha X 如一 人 (/ f+(w, wanton) ) dj2(n) 
i — 士 
四 | Fane) 


由 所 给 条 件 知 ftdpi x pu2 和 六 dui x ja 至 少 有 一 个 有 限 . 因此 f 


f21 x N22 N11xf2 2 


关于 ji x p2 的 积分 存在 , 故 定理 2 的 条 件 满足 , 因而 本 例 的 一 切 结论 都 成 立 . 
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现在 我 们 来 叙述 有 限 维 乘积 测度 空间 上 重 积 分 化 累 次 积分 的 定理 . 

定理 1 若 f 是 (f21 x "x fn, x "Xx ZAn, Hl XxX:**Xx Lin) 上 的 非 负 可 
测 函 数 ,u; 是 (f;, 04) 上 的 o _ 有 限 测度 ; = 1,… ,nn 则 对 于 (1,… ,n) 的 任 一 置换 
(人 各)， 有 


/ Jo und xX: x pn 
1 XX Wn 


= . (- ( 人 yo oamnteo】 O) 


证 ”使 用 函数 形式 单调 类 定理 来 证 明 (2) 式 , 令 儿 为 Bx…x 82 上 的 一 
切 函 数 所 作成 的 函数 类 , 


mM = {f Ea X X ct > 0 且 使 对 (1,…. ,n) 的 任 一 置换 (i1,…… ,in)(2) 式 成 立 }， 
Fy ey 


多 是 关系 且 o(%) = oh x.… x td, 由 积分 的 单调 收敛 定理 可 知 L 为 2- 系 , 故 只 
需 证 明 当 /= x, 时 (2) 式 成 立即 可 , 事实 上 


J 


XALx.LxAn (wi 2 ) Wn) di oo Sy we (wi, ) 
i 
上 


( (/ Rs Cat ja 
n i1 


= Hi (4) / Wy | XAas (wio) ~ “Xas (wi ,dHi2 (wi,) ” dpi, (win) 
TD fi 2 2 n n 
= pa(Aa) hin(Ahia) = pa(A1) pn(An) = pi XX pn(Al xX. x An) 


寺 Xa x x an dM XX Ln 
1 XX fn 


应 该 注意 本 定理 的 结论 包括 (虽然 没有 明显 陈述 ): 
A Jo ,wn)dpi (wi ) 是 oh x … x oh Xx oh XX tn 非 负 可 测 


ii) Ey 人 f(wi,:- ed ee dhiz (Wis ) 是 A XXX 1 x 1 


X11X 50s+41X…X 4 非 负 可 测 函 数 (这 里 1< 计 < 记 <n, 事 实 上 当 i2o < 
时 亦 真 ， 只 是 o- -代数 表示 法 不 同 ). 
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定理 2 设 ( 包 ,x4,14),i = 1,2,… ,n 是 o- 有 限 测度 空间 ,f 关于 gh x…x 
可 测 且 关 于 ji x … x jn 的 积分 存在 , 则 对 (1,… ,n) 的 任 一 满足 条 件 1 < jj < 
jnk Nn 的 置换 (人 有 


i) gj , Win—k) 上 (- (/ f(wi,* aden) ) je 


除去 一 个 op x … x op,_。 可 测 的 关于 测度 jj x … x jj,_。 为 零 的 集合 外 存在 且 
可 测 ; 
ii) 9G1 XX Hjnk 存在 ， 且 


fj1 XX Ok 


} fan x x m= 上 gdjin XXX Win 
(1 XX fn fj X…X 人 2 


J n—k 


特别 取 =n 一 1, 放 = in, 即 得 (2), 即 定 理 1 的 结论 . 

ii) 车 关于 ji x… x jm 可 积 , 则 9 关于 pj, x … x 4j,_。 可 积 . 

定理 2 可 以 仿照 定理 2 应 用 定理 1 来 证 明 . 

推论 1 设 f 是 (821 x-… x 9824,24 XxX… Xs4r,h1 X…X jn) 上 的 可 测 函 数 ， 
如 果 对 于 (1,… ,n) 的 某 一 置换 (ij,… ,in) 来 说 


[ (- (/ |f lw, onto je < oo， 
{2in, {iy 


则 六 关于 jy x… x un 可 积 , 因而 (2) 式 成 立 . 
推论 2 设 f 是 (Q2 x… x 人 24,54X… Xx AryJ1X… XjJm) 上 的 可 测 函 数 ， 
i) 若 A; € ,i 二 Le ,MN, FXALX- x An 满足 定理 2 或 推论 中 f 所 应 满足 
的 条 件 , 则 


/ Ja xX: x Ln 
A1X'':XAn 


= 人 (- 由 a anten】 ja 


其 中 全.… ,in) 是 (1,… ,n) 的 任 一 置换 . 
让) 车 G € 4 x… x oh, fxc 满足 定理 2' 或 推论 1 中 f 所 应 满足 的 条 件 , 则 


| fam x ex pen 
G 


= / f (wi ,Wn) di x x pain dhis XX Mir 
fiy XX Lik Goil rik) 最 
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其 中 (ii 是 (1 ,n) 的 任 一 置换 ， 人 <. < 估 , 而 G(wi ui ) 


一 (oh Wi) (et ap) EG NN < < fn-k 
J1) Jn—k/ 5l=1,. ,nok,s=i,. ,ik: 
推论 3 如 果 fi 是 (f2;, gh, Ki) 上 的 可 积 函数 ;i 三 二 Se A 则 jwl， | , Wn) 全 
及 (1) 一 抽 (wn) 是 (人 xx 9494 X…X shry11 X…X jm) 上 的 可 积 函 数 , 且 
对 任何 4; € 4,i= 1,.… ,n 有 


eh Ja XX fi(wi)dn 2 fn(wn)dhn. (3) 


这 些 推论 的 证 明 不 在 此 蒙 述 了 , 请 读者 作为 练习 来 完成 . 

上 述 结果 在 解决 概率 论 的 一 些 理论 问题 上 很 有 用 ,特别 是 对 于 连续 型 随机 变 
量 ， 有 些 问题 的 彻底 解决 有 赖 于 Fubini 定理 . 

首先 有 


Rmit+ mn) 三 Rm™1) We 尼 (mn)， 
Bttmn) 一 BT) XxX...x (mn)， 
(mi+…+mn) 三 Alm1) x...x Almn), 
其 中 Rom 是 m 维 实 欧 氏 空间 , 多 (™) 是 mm 维 Borel 域 ，4(m) 是 罗 (m) 上 的 工 测 
度 . . 
下 面 我 们 首先 讨论 连续 型 随机 变量 独立 的 判定 定理 . 
定理 3 若 EU 一 (6kl， 六 ,Ekman ) k = 1, "on 是 具有 分 布 密度 pk (ZK)) 的 nN 
个 独立 的 多 维 随机 变量 , 则 (#11,… ,énm。) ( 简 记 作 (€ 趾 ),… ,£ 中 ) 为 连续 型 随机 
变量 , 其 分 布 密度 
p(zD,... ,Z(m)) 3 pi1(z(D) 加 .Dn (zt zt) E R(mn)， 
k=1,..…,n. (4) 
上 式 除 去 一 个 4mi+…+mn) 零 测 集 而 外 处 处 成 立 . 
反之 , 若 (£0 只,… ,上 (om) 是 连续 型 随机 变量 , 其 分 布 密度 为 p(zD，,… ,2z")), 且 
存在 n 个 Borel 可 测 函 数 ok(z(9),z(o e Ron) 天 =1 ,使 
2p(z(D， hy ,ztm) 三 (zn) 2 qn(ztm))， ae.(4(0maT 十 mn) (5) 
则 上 9, = 1 ,nm 独立 , 且 we)adm 六 0,k 二 1,… ,mn.E(*) 具有 分 布 密度 


gak(z(o) 


,TH) € 再 (mn 大 一 1. 
让 gp (ze) dAms) 


peoo (zt ) = 
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证 i) 先 证 定理 的 第 一 部 分 . 由 于 ¢ 扑 ,k= 1,… ,n 独立 , 且 各 具有 分 布 密度 
px(z 中 ). 设 69 的 分 布 函数 是 所 (2 中 ), 由 独立 随机 变量 的 定义 知 (E 中 ，… ,&")) 
的 分 布 函数 


BD oat -1I F(z®) = II I prt) )d Am), 


o0,T(k)) 


其 中 zt E Rema， 再 由 推论 3 知 了 pa(19) 是 非 负 可 积 的 , 且 


k=1 


下 (zt ,Zn)) -人 TI peed “+mn) 
( 


00,T()) x Xx(—00,2(7)) El 


这 就 是 说 (6G，… ,0")=(&11,.…… nm) 是 连续 型 随机 变量 , 具有 分 布 密度 [pk(z(o) 


k=1 
ii) 再 证 定理 的 第 二 部 分 ， 由 于 qr(z 扩 ),k = 1,… ,n 是 Borel 可 测 函 数 且 
qz) .gd(zo) = pzD，…… ,2 ), a.e. 因而 每 一 gp(z(*)) 是 a.e. 有 限 的 , qj (x) 
qn(z 中 ) 是 a.e. 可 测 并 且 关 于 A(m++…tm") 可 积 的 . 由 推论 1 知 (2) 式 成 立 . 对 
一 切 z( € Rw), k= 1 ,n 
F(z(D),... ,2(")= / p(t(D,... ,EW ) dA tt mn) 


位 (—00,7(*)) 
k=1 


/ qi (teD) ey gn(t(™ dA ttmn) 


让 (一 coz(o) 
k=1 


= | i / qi (t(D)... gn(t™ dA) .. .dA(™mn) 
(一 coyz(n)) (一 oozGD)) 


I[ / g(t dAms), 
k=1 (—00,7(*)) 


| 


Go)= edd), 
(一 cojz(s)) 


则 由 第 2 章 82.4 推论 4 知 Gk(eo) 天 0, 且 上 = 1 ,n, 独立 ,ED 的 分 布 函数 
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为 Gk(zt)/Gk(oo)， 即 


Fn (2 ) = / gn (tO) ) dAlm) J gn (tH) )dAms), 
(—00,2(*)) 


zk) € RmR). 
因而 £9 的 分 布 密度 为 
pe (2®) = gn(t®)/ / qn(t))dA™), ae.(4Cna)， 0 
R(mk) 


定理 3 的 第 二 部 分 对 于 验证 随机 变量 的 独立 性 带 来 很 大 的 方便 . 

例 3 设 司 ,6 独立 且 均 按 N(0,02?) 分 布 m = V 关 二 总,m = 各/ 人 则 六 与 
m2 独立 . 

事实 上 , 应 用 第 3 章 83.5 定理 5 可 以 求 得 由 ,ma 是 连续 型 随机 变量 且 其 联合 
分 布 密 度 


es o0) (1) 





1 
Pn (V1, Yy2) = noaYye (yy2) € RO 


1 2 


(参看 [3]85 页 例 5) 而 he ey oo) (1) 和 都 是 一 元 Borel 可 测 函 数 ， 


1 十 能 
因而 m 与 独立. (注意 : 这 里 并 不 需要 验证 区。- 若 dy = 1 和 / 二 


dya = 1, 也 不 需要 求 出 mh 与 mo 的 分 布 密度 , 即 可 断定 mn 与 mo 是 独立 的 .) 

例 4 设 上 = (6 名) 是 按 N(m, D) 分 布 的 随机 变量 , 则 存在 & 的 一 个 线 
性 变换 ,n = & .C0'+b, 其 中 C 是 nxn 正 交 方 阵 ,b = -mC' 使 得 mh 按 N(0,o2) 
分 布 , 且 mh,… ,mn 独立 . 

事实 上 , 由 于 D 是 ”xm 定 正方 阵 , 由 线性 代数 知 有 一 n xm 正 交 方 阵 C 存 


在 使 得 
o? 0 
co J 
0 02 


于 是 由 CC' = 了 工 及 矩阵 运算 知 |D| = o2.…o2, 而 
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令 n=&0' 一 m0", 由 第 3 章 83.5 例 4 及 IC|=1 知 


pn(y1,*** ,Yn)= pe((y + mC")O) 


jermoyo-mlp-tetmoyc- 吕 | 


1 
ve 人 


1 1 
= CD-LCA 7 
CE 2Y | 
1 1 
= 7 一 一 — syA iy 
(27)201.. on | 2Y 小 





1 2 
ey ke 
站 于 27ok 2ox 


故 次 按 N(0,o2) 分 布 ， 且 六 7)…: ,Tn 独立 . 


Fubini 定理 在 概率 论 中 的 另 一 个 应 用 是 当 已 知 一 连续 型 随机 变量 (&1,… ,&,) 
的 分 布 密度 为 p(z1,… ,zn) 时 , 则 由 它 的 一 部 分 分 量 作成 的 随机 变量 (&,，…… , &,) 
的 分 布 密度 可 以 由 p(z1,… ,zn) 的 积分 计算 出 来 . 


定理 4 如果 (&1,… ,如 ) 是 连续 型 随机 变量 , 其 分 布 密度 为 p(z1,… ,zn), 则 
对 于 任意 的 1 < 计 <… < 计 <n 来 说 , (&;,,… ,&i) 也 是 一 连续 型 随机 变量 且 它 
的 分 布 密度 


Dei an Tis Tt) = 广 i DC , Znjdzh 0 
其 中 ( 红 1,… ig; 后,… ,jn-k) 是 (1 ,n) 的 任 一 个 (满足 1<ii<…<i 认 <&n) 
的 置换 . 
证 ”我们 只 证 (61,… ,他 ) 是 连续 型 随机 变量 且 分 布 密度 为 
Pe (ZL ee. , Tk) BE 广 人 广 2D(ZL Ss , Tn drk+1 a ‘dzn. 
一 般 情形 证 法 类 似 , 只 是 叙述 更 加 复杂 一 些 . 


设 F(z1,… ,zn) 是 (和 ,名 ) 的 分 布 函数 , 我 们 来 计算 (&1,.… ,&1) 的 分 布 
函数 . 由 分 布 函数 的 性 质 (第 2 章 2.3.1 节 性 质 4 的 (15) 式 及 其 证 明 ) 及 Fubini 定 


§4.2 ”Fubini 定理 . 239 . 
理 , 对 任意 的 (Z1) ,ZE) E RK). 


Fe Er (T1,*** ,Tk) 
= p{(&1,: , ék) € (—00, 21) Xx (一 oo zk)} 
= p{(é1,.…* ,én) € (一 coZ1) xx， X (~—00, Tk) 


xX( 一 oo, co) x .…. x (—o00, 00)} 


T1 Tk oo oo 
=/ | 人 | p(t1,:*: ,tn)dti: :dtn, 
一 Do 一 Do v 一 oo 一 Do 
了 1 Tk oo De 
=/ | / …| pre st hh 
一 Do 一 Do 一 DO 一 DO 


其 中 / / pt 是 (RO, 2( 罗 ) 上 非 负 可 测 函 数 ， 因 而 
(1,.… ,&) 是 连续 型 随机 变量 且 它 的 分 布 密度 


oo /oo 
2D(6 (CC1 , Tk) a …| p(T1, , Tn)dzkt1*** drn. 口 
一 oo 一 oo 


第 2 章 2.3.1 节 例 1 的 计算 (由 二 维 正 态 分 布 求 边缘 分 布 ) 实际 上 是 根据 这 一 
定理 来 进行 的 . 第 3 章 3.5.3 节 例 5 在 计算 两 个 连续 型 随机 变量 乘积 的 分 布 律 时 也 
应 用 了 这 一 定理 . 


最 后 , 我 们 再 应 用 乘积 测度 与 Fubini 定理 求 出 两 个 多 维 独立 随机 变量 和 的 分 
布 律 , 并 引出 两 个 测度 及 两 个 概率 密度 的 卷 积 的 概念 ， 

定理 5 设 &,7 都 是 n 维 随机 变量 , 且 &,n 独立 , 分 别 具 有 分 布 律 天 ,已 , 则 
¢ = 十 7 的 分 布 律 为 


Re(B)= | mmB-adPRO= | Pi(B -WdPly), Be 2 
其 中 B-z= {z 一 zx,z€B}. 
证 “由 于 &7 独立 , 所 以 (6, 的 分 布 律 为 Pe x P,, 根据 第 3 章 83.4 所 述 随 
机 变量 函数 的 分 布 律 的 LS 积分 表示 , 对 任意 Be 2B( 有 


Pi(B)= Pe x Pr({(2,9) :7 +y € B,z,yé RO™}) 


= | dP x P, = / XB(T + YdPe x P,. 
T+yEB RO2n) 
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根据 Fubini 定理 , 化 重 积 分 为 累 次 积分 ， 


加 P(B— 7z)dP:(z). 
Rn) 


dP:(7) 





| Xs_s (WAP (y) 
R(n) 





同 理 可 证 
PR.(B)= 人 RB-0apO OD 


定义 “ 设 入 /是 (Rom, 2) 上 的 测度 , 称 测度 
Ox (8) = XB -wanky) 
四 / M(B zw)dMz) = (yx NB), Be 


为 入 和 j 的 卷 积 . 

这 样 , 我 们 可 以 说 二 独立 随机 变量 和 的 分 布 律 是 二 独立 随机 变量 分 布 律 的 卷 
积 . 

对 于 连续 型 随机 变量 有 下 列 的 

推论 ” 设 &,n 是 分 别 具 有 分 布 密度 pe(z), pn(z) 的 独立 n 维 随机 变量 ， 则 
C 二 十 7 为 连续 型 随机 变量 , 其 分 布 密度 为 


pe(7)= 人 pe(T — YPpn(Y) dy 


= 人 pn(T — YPpe (Ydy = pe * por(z)， 


pe *pn 是 pe(z) 和 pn(z) 的 卷 积 函数 . 
习题 及 补充 


1. 试问 : 以 大 xx 鹃 代替 Fubini 定理 中 的 oh x sp, 该 定理 是 否 还 成 立 ? ( 提 
示 : 应 用 第 2 章 82.2 习题 12 及 a.e. 可 测 函 数 积分 的 定义 .) 

2. 设 广 (wi) 是 cc- 有限 测度 空间 (82;, 4,1i),i = 1,2 上 的 可 积 函 数 , 试 证 : 

i) gi(wi,w2) = fi(wi),i= 1,2, 是 ok x 6 可 测 的 ; 

ii) h(wiyw2) = 有 (wi1)f2(w2), 是 a.e. 4 x og 可 测 的 ; 

十 ) h 关于 jw x pz 可 积 且 


/ hdjp1 x Ha2 | fidu1 | fodp2. 
f1 Xx (2 121 122 
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3. 设 jj 是 co- 有限 测度 ,f (wi,w2) 是 (人 1 x 人 22, 94 x 98,41 x Ha) 上 平方 可 
积 函 数 , h(w2) 是 (22, 042,12) 上 平方 可 积 函 数 . 试 证 站 (wi,w2)h(w2)du2(w2) 是 
(2 24, 11) 上 平方 可 积 函数 . | 

4. 证 明定 理 2 

5. 设 fl(wi,wz) 是 (Pi x f2, 924 x 8,11 xj) 上 的 可 测 函 数 . 则 


flwi,w2)=0, ae.(pu1 x 12) 


当 且 仅 当 存在 一 个 Ni € ch,1( 和 Ni1) = 0, 对 一 切 wi € Nf, 存在 No( 与 w 有 
关 )e 2%, 12(N2) = 0, 当 wa es NS 时 flwi,w2) =0. 

6. 利用 Fubini 定理 证 明 独 立 随 机 变量 数学 期 望 的 乘法 定理 (第 3 章 3.4.1 性 
质 3). 

7. 设 习 ez 是 连续 型 独立 随机 变量 ,pl(z),pz(z) 是 它们 的 分 布 密度 , 试 应 用 乘积 
概率 及 Fubini 定理 证 明 &1 十 &2,&1 一 6&2,& 有 .&2 及 与/ 包 (此 时 需要 假设 pa(z) > 0,a.e. 
对 二 测度 ) 是 连续 型 随机 变量 , 并 求 出 它们 的 分 布 密度 . 

8. 设 与 …… ,所 独立 且 均 按 N(a,o?) 分 布 . 试 证 


5 工作 十 二 全 
与 nn 

2 
独立 


9. 对 于 (RW, 多 (mm) 上 的 三 个 概率 测度 P,P 和 忆 , 试 证 
(已 * P) * Ps 一 Pp * (Bb * 3). 


车 吃 , PB 和 己 分 别 是 &,n,¢ 的 分 布 律 且 &,n,¢ 独立 , 试 证 +7+5 的 分 布 律 是 
(Pi * PB) +* Ps. 

10. 设 ¢=&€+n 具有 退化 分 布 ( 即 存在 ze Rom 使 P(C =7x)=1) 而 &n 独 
立 , 则 &,n 必 具 有 退化 分 布 , 且 若 PC =9)=1,P(7=z)=14 则 z=y+z. 

11. 设 (6 6) 的 分 布 密度 p(z1, zz?) 是 连续 函数 , 则 &1,&2 独立 的 充分 必要 条 
件 是 存在 连续 函数 Pi(Ti),i = 1,2, 使 得 p(T1, 72) = p1(7T1)p2(72), (T1, 72) E RO2). 

12. 设 上 7 独立 ,r > 1, 车 Et = En = 0, 则 


Elél” < Elé + nl), Elnl” < Elé + 


13. 在 定理 2 中 , 如 果 不 假定 | fd xj 存在 ,而 代 之 以 假定 1 | / tam| dp 
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存在 , 则 定理 是 不 成 立 的 . 为 证 明 这 点 , 作为 例子 考虑 一 个 正 的 不 可 积 的 随机 变量 
é, 它 定 义 在 (Q21, oh, 只) 上 , 并 在 此 空间 和 具有 相等 概率 的 两 点 离散 空间 {0,1} 的 
乘积 空间 上 定义 随机 变量 7 

n(w,0) = é€(w), 


n(w,1) = —é(w). 


14. 设 A, 是 (Reo ,多 (mm) 上 有 限 LS 测度 , 所 , 互 是 其 相应 的 分 布 函数 ， 试 
证 : 入 x 的 分 布 函数 是 


F(z) = 人 F(z — y)dF2(y). 


84.3 无穷 乘积 概率 空间 


在 引言 中 我 们 提 到 需要 构造 独立 随机 变量 序列 的 概率 场 . 在 随机 过 程 论 中 需 
要 对 任意 参数 集 T 构造 一 个 概率 场 , 使 得 在 这 个 概率 场 上 {é&:,t e T} 是 独立 随机 
变量 族 . 这 就 提出 构造 无 穷 乘积 概率 空间 的 问题 . 

设 工 是 任意 给 定 的 无 限 个 元 素 的 参数 集 , 常用 的 是 T= {1,2,…},T = [fo 
或 工 = (a,b),a,bE RO 或 1) 等 等 . 对 每 个 te TT,(Q2, 4, 吕 ) 是 概率 空间 . 自然 
我 们 定义 Qt eT 的 乘积 空间 为 


1 := {wr :wr = {w(t),t eT),w(t) € Qt eT)}. (1) 
teT 


但 在 | [ f 中 构造 乘积 o- 域 和 独立 乘积 测度 就 不 是 很 明显 的 了 ， 我 们 将 会 看 到 
teT 
(02) = 1,t eT 在 独立 乘积 测度 的 构造 中 占有 特别 重要 的 地 位 , 不 是 一 个 普通 的 
条 件 , 也 就 是 说 , 本 质 上 不 存在 一 般 的 无 穷 乘 积 测度 空间 , 在 这 一 节 我 们 研究 无 穷 
乘积 概率 空间 的 构造 . 
在 构造 无 穷 乘积 -代数 时 , 要 借助 于 有 限 维 的 结果 . 我 们 把 形 如 


B™x I f:Ty= {ti ,ty} CT,N 有 了 R, 
tET—TN 
BIN € th, xX: xX thn 
的 集 称 为 一 个 可 测 柱 集 , BT™ 称 为 该 柱 集 的 底 , 令 
97 = {一切 可 测 柱 集 全 体 } 


= $4 BI™ x II (2 : 
tET—TN 


Tw = {1,… ,tw} CT,N 有 限 ， } 


BTN E Lh XX Lew 
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我 们 把 97 上 的 最 小 o- 代 数 o(97) 称 为 {o4,t e T} 的 乘积 o- 代 数 , 记 作 [4 


teT' 
我 们 首先 构造 可 数 无 穷 乘积 概率 . 为 此 引入 以 下 记号 : 
QO Xx {22 Xx …= |] 
i=1 
QW Xx fn42 X'…: 二 II (2;, (3) 
i=n+1l 
多 人 {4 xX: x An x 1™), Ai € th, 
i 二 1,… ,n,n 为 任意 正 整 数 }， (4) 
ZS{Ax NW, AE Xx...x Ah, 
n 为 任意 正 整数 }， (5) 
22{4x Dr+m ,AE ori x 
KN 7 为 任意 正 整 数 }， (6) 
YEA x op x .= II, (7) 
n=1 
A (™) n+l X n+2 XX II Lntm. (8) 
m=1 


容易 证 明 多 是 0 上 的 半 集 代数 ，9 是 9 上 的 集 代数 且 wf = o(2) = o(%), 而 
9 是 8m 上 的 集 代数 且 (= o(2(m)). 

对 于 截 集 的 概念 可 以 对 照 有 限 维 来 定义 . 容易 证 明 , 若 4 e€ 9,4= 4x 
QW A' € A xxx XA,m>n, 则 A ,wn) € BD, A(wi, ,wn) E 
nt1 XX thn, Aw wn) = Aw wn) xDom， 

现在 我 们 来 证 明 可 数 维 无 穷 乘积 概率 定理 . 

定理 1 设 (2,m,P)i = 1,2,:.， 是 给 定 的 可 数 无 穷 个 概率 空间 ， 则 在 
(1, YY) 上 有 唯一 的 概率 满足 条 件 


P(4 x :x An x 1™) = P(A1):… P(An), (9) 
其 中 n 是 任意 自然 数 ，4; e o44,i = 1,… ,n. 称 PP 为 忆 ,i = 1,2,… 的 无 穷 乘积 


率 ， 记 作 TIP. 称 (Li “下 < 过 为 (人 oP;), i 革 2, 的 乘积 概率 空 
1 一 1 一 i=1 
间 . 


i=1 i=1 
证 ”我们 分 三 个 步骤 来 证 明定 理 . 
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(一 ) 在 上 定义 一 个 满足 (9) 的 有 限 可 加 非 负 集 函数 P, 且 P(2) = 1. 
对 任意 的 De 9, 存在 n 及 Aehx.…xohl, 使 D=Ax0m, 令 
P(D)= (PB x x P,)(4). (10) 
(i) 如 上 定义 的 P 是 2 上 的 集 函 数 , 即 P(D) 与 D 的 表示 法 无 关 . 事实 上 , 若 


D=Ax N=Bx NW ne<m, 


则 必 有 
Ax 0™ = (4x Do x x mn) x QW™), 
即 
Ax (tx... x m= B. 
于 是 


(Px:.:x Pn)(B)= (Pl x::: x Pn)(A x fri xX: x fm) 
=((P x xP,) x (Pr XxX. x Pn))(A x (nt1 xX: x fm)) 
= (PB Xx... xP)(A)Pr1 Xx: x Pn)(fot1 XX fm) 
= (Px... x P.,)(4) 
(注意 : 这 里 用 到 了 P(Q;) = 1,i = 1,2,…). 这 就 证 明了 由 (10) 定义 的 P 是 2 上 
的 集 函 数 . 
(站 P(R) = 1,P 在 2 上 非 负 ， 
(这 ) P 满足 (9): 由 于 有 限 维 乘积 概率 的 性 质 
P(4 x::: x An x QW)=(P x: xP)(Ar x x An) 
= P(A1).…P,(hn). 
(iv) 已 在 2 上 有 限 可 加 : 由 于 9 是 集 代数 , 只 要 证 已 在 乡土 可 加 . 
设 4, BE 9 是 hnNB = g%, 则 存在 n,m 及 A’ € 4x:xgn,B” € 2 XX oln, 
使 
A= A x 0m,B= B"x QW™. 
不 妨 设 m < n, 这 样 B 可 改写 为 
B= B’x QWm™, 
其 中 B'=B”x fmtiXx… Xx 人.€ 24X… Xm. 由 于 ANB=%, 故 ANB’=%， 


所 以 
P(A4+B)=Px.:.:xP(4’+B’) 


人 
= (Pl x. x PAY+ (RP x: x P,)(B') 
= P(A) + P(B). 


至 此 , (一 ) 的 证 明 已 经 完成 . 

(二 ) 证 明 PP 在 2 上 在 多 处 连续 . 从 而 由 (一 ) 及 第 1 章 1.4.1 节 定 理 2 知 忆 
是 上 的 概率 . 再 由 测度 扩张 定理 知 P 可 以 扩张 为 xf = o(2) 上 的 概率 . 

在 证 明 (二 ) 之 前 , 我 们 先 指出 以 下 事实 : 对 于 9 我 们 可 以 类 似 地 定义 一 个 
集 函 数 Pm)， 


PM (Ax Pt+m) = (Py Xx: x Porm)(A), A € Ht1 XX Lntm; 
PO) (Anti1 XX Antm X fmtm)) = Pri(Ant1)**: Partm(Antm). 


此 外 , 集 函 数 P 可 以 表示 成 积分 形式 . 因为 对 于 任意 (wi1,:… ,wn) € 人 Xx…x 
人 2 多 中 集合 4 = 4' x 8m(A'E hx…x hr;m>n) 在 (wi,… ,wn) 处 的 截 集 


4 Wn) = A (v1 wn) x Wo 
其 中 A'(w1, ,Wn) E LAnt+1 XX fm, 所 以 
P(A) = 上/ (PH xX: x Pn)(A(wi,::: ,wn))d(P x x PP) 
(1 XX On 


而 
PM (Aw ,wn)) = (Parri xX: x Pn)(A' (wi, ,wn)). 


于 是 得 出 下 面 的 公式 


P(A4) = / PW (Aw ,wn))dP Xx...xP,), Ae 2. 
1 XX fn 


同样 , 对 一 切 4 e 9("m) 也 有 


PC) (4) = | PH+mi(A(wn+l， 本 二 ,Wntm))d(Pnt+1 Xx Pn+m). 


Qnt1XX ntm 
现在 我 们 来 证 明 (二 ), 即 证 明 “ 若 {4A%} c 9, 4 142; 则 P(4) 一 * 0”. 为 此 ， 
我 们 证 明 它 的 等 价 命题 ; 
“ 若 {An} C 9, 4n 4, 且 存 在 一 s > 0, 使 P(4。) > 对 一 切 自 然 数 ”成 立 , 则 
A A # 0”. 
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今 证 在 上 述 条 件 下 存在 一 个 公共 元 素 (1, 2, Wi ') € An,n = 1, 2， 0 首先 令 
BH) 一 {a :Wi1E 1, PO (Ay(w1)) 之 引 


显然 hi(wi) 2 4jH(on), 因而 POD(hj(w1)) > POD(hjyri(w1)), 这 就 得 出 B 人 2 上 即 
BY DB D 
再 者 , 由 于 hj e 9, 存在 nj 及 A € oh x… x zl 使 得 4 = 4 x 84), 因而 
Aj;(w1) 一 A (w1) x Ql), A (wi1) € 9 X::..Xx An, 故 
PO (Aj(wi)) = Ba x x Pn, (A (wi)) 
是 4- 可 测 函 数 , 从 而 BW e gd,j = 1,2,…, 由 于 
s < PA) = | PY)aP 
1 
= |。 PO(h4i(o))dP + / ~ PO (Aj(o)aP 
BO) (BY)e 


E 
< dP aaP 
BH + | gan 


E 
< Pi(BWY) 十 7， 


可 知 
P(BO) > 5 j=1,2... 


因为 只 是 以 上 的 概率 , 它 在 2 处 连续 , 故 由 此 得 出 有 BH) 并 2, 这 样 我 们 
车 二 
就 证 明了 存在 一 个 wi e 和 B 人 ,也 就 是 说 , 存在 一 个 本 < fi, 使 对 一 切 自然 数 
j=1 


jPO(AB)) > 3: 


其 次 ,Ac € 90, PO (A (81)) > 71 二 1,2,… 且 hj(D1) 14, 令 
BY EE {2 :WwW2 € 2, PO (Aj(@1, 2)) | 
注意 到 Aj(D1;,w2) = [Aj(w1)](w2), 重复 上 面 的 论证 ， 又 可 知 存在 一 oz e (22, 使 


PGC)(4i(ol,aoa)) 之 对 一 切 了 a 1,2,3 人 成 立 ， 且 Aj;(W1, w2) 是 2) 中 的 不 增 集 
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序列 . 应 用 归纳 法 可 以 证 明 存 在 一 (51,62,…) e 2, 使 得 对 一 切 自然 数 ”及 了 有 
Po an) > 二 


Ed 2m 
我 们 证 明 这 个 (w1,62,…) 属于 一 切 A;. 
事实 上 , 对 于 任意 4;, 由 4 € 9, 存在 ny 及 4; € oh4 x… x 0, 使 


A; = 4’ x Pa)， 





Qn), 若 (al …， , ny ) 区 4 
2， 若 (@1,… ,wny) fA. 


由 此 可 见 (w@1,… on) e 4, 因而 对 任何 的 (wm Howni+2 


Aj(w1,. , Wn ) 二 | 


(1,: J ;Onjy Wnjt+l, nj 十 2 和 ) € Aj;, 


特别 
(G1) ;Onj; On ) € Aj. 

这 样 我 们 就 证 明了 P 在 9 上 在 g 处 连续 . 根据 前 面 的 分 析 , 我 们 就 证 明了 在 必 
上 存在 一 个 满足 (9) 的 概率 . 

(三 ) 最 后 我 们 来 证 明 wf 上 满足 (9) 的 概率 是 唯一 的 . 这 是 由 于 多 是 半 集 代 
数 ,o( 多 ) = x, 满足 (9) 的 w 上 的 概率 是 多 上 同一 概率 的 扩张 , 由 测度 扩张 定理 ， 
它 是 唯一 的 . 

在 可 数 无 穷 乘 积 概率 的 构造 问题 解决 之 后 , 为 了 构造 任意 参数 集 的 无 穷 乘 积 概 
率 , 我 们 还 需要 回 过 头 来 再 讨论 一 下 可 数 无 穷 乘 积 概率 的 问题 . 在 定理 1 中 从 令 述 
到 证 明 我 们 都 使 用 了 参数 集 {1, 2,…} 以 及 它 的 序 . 而 实际 上 可 以 不 考虑 这 个 序 . 

设 开 为 任意 可 数 无 穷 个 元 素 作 成 的 可 数 集 ,( 人 2, oh4, P),t e 下 为 可 数 无 穷 个 
概率 场 . 设 Ty CT,Tw = {t1,… ,tn} 是 工 的 任 一 有 限 子 集 , 记 

II 亿 = { {wu ,wn } : wis E fest = 1 ,n) 


tETN 


它 的 元 素 不 再 是 (wW1,*…- , Wn), 而 是 限定 Li 所 人 7 一 1 ) 和 的 点 集 {wt , Wtn }. 


它 的 子 集 
II A = { {wu ,wn } :wi E 44 一 1 ,n) 


tETN 
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它 与 我 们 以 前 定义 的 4, x … x hs, 的 区 别 只 是 不 必 考虑 二 ,… ,tn 之 次 序 . 则 集 


类 
{ II 4 : Ai, E Hh,t = 1 ,n} 
teETN 
是 T mw 中 的 半 集 代数 , 其 上 的 最 小 o- 代 数 记 作 
tETN 


II A =o( II At: As, € oisi= 1 ,n), 


tETN teTN 


与 $4.1 定理 4 一样 , 令 
"(HA ) Re) 


tETN 
则 由 测度 扩张 定理 PTx 可 以 扩张 到 了 4 上 (可 记 Pzv 为 已). 于 是 就 奸 
tETN tETN 


立 了 有 限 维 乘积 概率 空间 ( [] 2, [] 4, II ) 可 简 记 为 (2zw ,err ,Prw)， 


tETN tETN tETN 


令 
fT 一 II (人 2， 
teTe 
Y=][%=o(Brw x TI 8:Brve [] ,Tw < TTw 为 有 限 集 )， 
tETe t€Toe\ TN tETN 


在 可 测 空间 (QT:, ozT) 上 定义 概率 , 它 是 唯一 满足 


P( JaAx I 2)=B(4) x x Bs,) 


tETN tET,\ Tw 


(对 任何 Tv C Te, Tw = 人 ,如 jh € os,i ==1,… ,n) 的 概率 . 记 作 ] 或 


tETc 


Pr 于 是 ( Two 开 ,了 [只 ) 是 (Da Pte 7 的 乘积 概率 空间 
teTe teTe tE 


Te 
这 样 , 对 于 任意 参数 集 的 情形 构造 无 穷 乘积 概率 的 问题 就 很 容易 解决 了 . 
设 工 是 不 可 数 无 穷 参数 集 , (02., 4, 已 ),t e 了 为 不 可 数 个 概率 空间 , 自然 定义 
乘积 空间 为 


fT = [II = {wr :wr = {wt ET},wr € ft eT} 
teT' 


i 


乘积 o- 代 数 为 
AT=][%=0{B™ x IT ®@:B™e Tl ,Ty cD, 


teT tET—TN tETN 


Tw 为 有 限 集 }. 


引 理 1 设 工 是 任 一 不 可 数 参 数 集 ,(2, .04),t <e 了 是 一 族 可 测 空间 ， 则 在 
07 = [2 上 的 乘积 o- 代 数 


teT 


T= | {Az, x TI 2:4r.e 1 A}. (11) 
TeCT teT—T. teTe 
Te 可 数 


证 ”只 需 证 (11) 式 所 述 集 类 对 可 数 并 及 可 数 交 集运 算 封闭 . 设 B, = AT,， x 
IT ph strrTosn 二 12,… 为 的 可 数 子 集 , 令 Te = Uj T, 则 工 
teET\ Tc, n=1 


仍 为 T 的 可 数 子 集 (注意 : 这 里 对 允 中 元 无 需 排 序 ). 则 Bn=4zr,x ] fx 
tET 一 Te 


[IT op=1b2 ,而 hz x [2ewmn=12… 由 于 sx 为 
tET 一 人 


tETe 一 Ten 
-代数 , 故 它 对 可 数 并 及 可 数 交 集运 算 封 闭 , 故 有 


于 是 , 间 Bw， 站 B 均 为 (11) 式 7 中 集 . 这 就 证 明了 (11) 式 0 
定理 2( 无 穷 乘积 概率 的 存在 唯一 性 定理 ) ” 设 (2., .4, 只),t eT 是 一 族 概率 
空间 , 则 在 乘积 可 测 空间 ( T 2, T  ) 上 存在 唯一 的 概率 PT 满足 


teT teT 
PT( II At Xx II 0) 一 II P(Ai), (12) 
tETN tET—TN tETN 


其 中 Tw 是 了 中 的 任 一 有 限 集 ,4, < so4,t € Tv. 这 个 概率 PT 称 为 PB,t e 工 的 乘 

积 概 素 , 记 作 [ ,而 ( T 2 I ,可 ) 称 为 (pe Pte 了 的 池 积 概率 
teT teT' teT teT 

场 , 简 记 为 (2T, wT, PT). 
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证 设 T,c TT 是 任意 可 数 集 , 根据 定理 1 在 ( IT 2, 1 a) 上 存在 可 
teT. teTc 


数 无 穷 乘 积 概率 [| 已, 将 此 可 数 无 穷 乘积 概率 空间 简 记 为 (2T, wT, PT), 对 于 


teT。 
任意 的 4 e wzT, 根据 (11) 必 存 在 T 及 hz, exT, 使 4=4rx J] 2%, 令 


teT—Te 
P(A)= P (4r)， (13) 
我 们 先 证 明 由 (13) 定义 的 PT 是 wt 了 上 的 集 函 数 : 车 还 有 T! 及 4 € YT， 
使 4= Ar x 人 2, 于 是 必 存 在 4runr < Ten7: 使 


teT—T/ 
Ar., es AT.nT x II (2;, 
tETe 一 2 
4z' 一 4zenz x II (2,. 
tETi—Te 
如 果 我 们 证 明了 
PT (4r) = PYM (Ar,nr) = PT (Ar), (14) 


则 (13) 确实 定义 了 wx7 上 的 集 函 数 ， 为 此 , 我 们 将 证 明 一 个 一 般 命题 , 即 ， 若 
TY C3,TY, 了 3 CT 且 均 为 可 数 集 , 则 对 一 切 hrv e wz 有 


pT (Ar:) 一 Pp (4 x II 0) 。 (15) 
tETY 一 人 
事实 上 , 令 
9 = {Ar: : 4rr € ztYY 且 使 (15) 式 成 立 }. 
则 r 是 包含 x- 系 


={][4x I @:Ty= {ht} CT, A € hi = 1, ,n)} 
tETN tETrY—TN 
的 入 系 , 而 o(%%) = YY, 因而 命 古 获 证 . (14) 式 成 立 . 
再 证 明 由 (13) 式 定义 的 PT 是 wzT 上 的 概率 . 显然 PT(OT) = 1 若 4, EE 
2T,n = 1,2,.… 且 两 两 不 交 , 则 对 每 个 n, 存在 TL CT 是 可 数 集 , 使 
An = rm x II (2 A € AAT". 
tET—T") 
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令 T = 口 TA?, 则 TcT 且 仍 为 可 数 集 , 存在 4 ce fT,n 一 1,2,… 使 
n=1 


4 如 =4x IT @n=1,2,.…. 
teET—Te 


由 于 An,n = 1,2,.… 两 两 不 交 , 因而 44,n = 1,2,… 两 两 不 交 , 且 》) 4 < wT. 
n=1 


于 是 
ee 


由 (13) 定义 的 P7 显然 满足 (12). 

最 后 证 明 满足 (12) 的 P7 是 唯一 的 . 这 是 由 于 以 可 测 矩 形 为 底 的 一 切 可 测 柱 
集 的 全 体 构 成 半 集 代数 7, 而 任何 满足 (12) 的 wzT 上 的 概率 在 &T 上 共有 同样 
的 值 , 且 wf7 = c(8G7), 因而 由 测度 扩张 定理 知 满足 (12) 的 概率 测度 PT 唯一 ， 口 

现在 我 们 来 解决 本 章 开始 时 提出 的 另 一 个 问题 . 

例 1 设 (2,oz,P) 是 一 个 概率 场 , 5 是 它 上 面 的 随机 变量 , 具有 分 布 函数 
F(z), 则 存在 一 个 概率 场 , 在 其 上 有 独立 随机 变量 序列 &,n = 1,2,…, 且 每 一 名 
均 与 5 有 相同 的 分 布 函数 . 

事实 上 , 我 们 令 


Oo 
2 = 0 x 0 x.… = |] 02;, 每 一 0n = 1, 


n=1 


YA™”= 0 Xx x.… = |] 0 每 2 = 


n=1 


P”>=PxPBx.…= |[]P, 每 ~P,=P 
n=1 


义 
én (WwW1, wa ) = €(wn),n = L120 
则 6& 是 (2(%), yl%),P(%)) 上 的 随机 变量 ,n = 1,2,… , 这 是 因为 


{én < Zn} = 1 x x 1 x {E(wn) < En} x nt1 XxX € A ™). 
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名 的 分 布 函数 
Fe (zn) = Po) (én < mm) = P(E < zn) = F(zn) 


即 & 与 所 具有 相同 的 分 布 函数 . 最 后 证 明 {&%} 是 独立 随机 变量 序列 . 事实 上 , 对 
任意 k; 任意 V1 ,bk 及 任意 人 Tis Tiksy 


{éi < Ti , i < ri} 
k k 
=]]{é <zs} = TI{é() < é&} x We 


由 此 ， 
Fe yi (Pir ;Tik ) 一 Po) (é, < Ti ,bi < ris ) 


k k 
= [Pw : é(wi) < zs) = 1I P(é€ < zi,) 


= ee 
所 以 El 是 独立 随机 变量 序列 . 口 
更 一 般 , 我 们 有 


定理 3 ” 设 厂 (zn),n = 1,2,.… 是 给 定 的 一 系列 概率 分 布 函数 , 那么 一 定 存 
在 一 个 独立 随机 变量 序列 【nj,6n 的 分 布 函数 恰好 是 F(zn). 

证 ” 设 忆 是 实数 空间 , 多 是 直线 上 Borel 域 , 由 每 一 F(zn) 都 决定 一 个 概率 
空间 (R, 多, P,), 取 它们 的 乘积 概率 空间 


=RxRx.…, 
HAf=BxXBXxX.…, 
P=PxPx..., 
容易 证 明 
如 (Cl1)72 = Tn, N=1,2,.… 
是 (0 cx, P) 上 的 独立 随机 变量 序列 , 且 对 每 一 自然 数 wu tn 的 分 布 函数 及 zw) = 
a 我 们 应 用 天 累积 来 场 建 立 负 二 项 分 布 (参看 第 3 章 35 例 的 术 


例 2 用 (wn,wk),k = 1,2,.…. 表示 一 个 无 穷 独立 试验 序列 , 用 wx 表示 第 上 
次 试验 事件 4 发 生 (例如 在 射击 试验 中 表示 第 次 射击 击 中 目标 ), 且 每 次 试验 


$4.3 ”无 穷 乘积 概率 空间 oe 


事件 4x 发 生 的 概率 相同 , 均 为 p. 于 是 我 们 建立 概率 场 (f24, xf, Pe),k = 
其 中 


fk = {wk, Ok}, 
Lk = {@, {wk}, {wk}, 你 上 
P.({wx}) = 也 且 ({an)) = 1— p( 记 作 g). 
把 它们 所 构成 的 无 穷 乘 积 概率 空间 (nH fk, 下 站 简 记 为 (02, x, 了 P), 令 


k=1 k=1 天 一 1 


ér(w1, 2 ) 
| co， 车 wi ,wy,… 中 wi! = wi 的 个 数 小 于 7， 
Tr 十 k， 车 ww 一 Cr 十 大 而 在 必 ， ee ) CR 1 中 恰 有 7 1 个 ur 


若 &, 有 限 , 则 表示 第 次 发 生 事件 4; 的 试验 次 数 , 而 
ee Je }x I {6} 


m=1 1&ii < <im s=1 了 天 is 
是 2 中 可 数 个 单 点 集 的 并 . 对 每 一 个 单 点 集 ， 
(He x II 人 二 im p™q" = 0. 
s=1 j#is 


因而 &; 在 一 个 零 测 集 上 取 oo 为 值 , 它 a.e 与 一 个 随机 变量 相等 . 以 下 计算 它 的 分 
布 列 . 由 于 


{ér = 7 十 k} 一 {(w1 , Wr-1) : Wi A 


中 恰 有 7 3 1 个 wwi} x {wr+k} x II (2;. 


7=7 十 kK 十 1 
于 是 由 无 穷 乘积 概率 的 定义 及 84.1 例 5 知 
Pr =7 十 局 = (Pi “x Pre-1 X Pr+p)(AVi 1 X {rtk}) 
= (Pi x ex Petri-i) (A 1) * Pte({wrtk)) 


7 十 天 一 1 r 二 k 一 1 人 
= pl.g.p= 了 gr*. 
7—1 k 
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由 于 
7 十 KR 一 1 (+KE 一 TDr+ 大 一 2). (7 十 1r 
天 加 k! 
—7)(—r —1)..….(—r— (k— 1)) 
一 (DR )( 
(7) 
故 
rE -rr ( E )re on 口 
习题 及 补充 


1. 设 &,&,.… 是 给 定 的 随机 变量 序列 , 证 明 存在 独立 随机 变量 序列 {e'}, 使 
六 与 x 同 分 布 , n= 1,2,:…. 
2. 设 7 是 任意 指标 集 , 对 每 一 te Tf 是 由 (2, xz) 到 (04, ef) 的 可 测 映 射 
若 令 
f(w) = (flw),t eT), 


则 了 是 (2,x) 到 (1 2,1I | 的 可 测 映 射 . (提示 : 用 入 系 方法 ). 


teT teT 


第 5 章 ”条 件 概率 与 条 件数 学 期 望 


条 件 概率 与 条 件数 学 期 望 不 论 在 理论 上 还 是 在 应 用 上 都 有 着 重要 的 意义 . 例 
如 , 马 氏 过 程 就 用 到 条 件 概率 的 概念 , 而 某 些 数理 统计 中 的 充分 统计 量 等 也 是 以 条 
件数 学 期 望 为 重要 工具 的 .这 两 个 概念 虽然 与 古典 概率 论 中 条 件 概率 与 条 件数 学 
期 望 有 着 密切 的 联系 , 但 是 又 有 本 质 的 区 别 . 这 两 个 概念 难于 用 初等 的 或 经 典 分 析 
的 方法 做 出 确切 的 表达 , 需要 借助 于 测度 论 这 个 数学 工具 , 特别 是 Radon-Nikodym 
定理 . 本 章 的 目的 就 在 于 给 出 条 件 概率 与 条 件数 学 期 望 的 一 般 数学 定义 , 并 讨论 它 
们 的 若干 性 质 . 
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在 实践 中 , 常 遇 到 这 样 的 问题 : 设 4, B 都 是 条 件 组 图 之 下 的 随机 事件 , 要 求 
出 在 事件 B 发 生 的 条 件 下 , 事件 4 的 概率 , 这 个 概率 我 们 记 作 P(4|B). 下 面 我 们 
应 用 频率 的 方法 来 研究 它 , 然后 给 出 这 种 概率 的 数学 定义 . 

设 4,B 是 条 件 组 8 下 的 随机 事件 且 P(B) > 0, py4, 148,44B 分 别 是 事件 4,B 
和 ANB 在 多 的 n 次 实现 之 下 的 频数 ,于 是 


HAB _ HB .HAB. 
n nn ka 
由 于 P(B) > 0, 故 当 n 充分 大 时 , Bp 一 般 来 说 也 可 以 充分 大 . 而 yas 可 以 看 成 是 
在 B 发 生 jp 次 ( 即 条 件 组 多 及 “B 发 生 ” 实 现 jva 次 ) 之 下 事件 4 的 频数 . 因此 ， 


则 成 为 与 P(4|B) 相应 的 频率 . 所 以 , 我 们 有 
P(ANB)= F(B)P(A|B), 
名 P(ANB) 
P(B) ， 
其 中 P(A4n B), P(B) 分 别 是 事件 An B,B 在 条 件 组 多 之 下 的 概率 . 我 们 有 
定义 1 设 (0,y,P) 是 一 概率 场 ,B € sy 且 P(B) > 0, 对 于 x 中 的 任 一 事 
件 4, 令 


P(A|B) = 





P(ANB) 


PCB) = $B () 
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则 P(.|B) 是 定义 在 gf 上 的 集 函 数 , 称 之 为 在 给 定 事件 B 之 下 的 条 件 概率 . 对 于 
给 定 的 4, P(4|B) 称 为 事件 4 在 给 定 事件 B 之 下 的 条 件 概率 . 
记 Pp(4) 全 P(4|B), 则 易 证 (2, of, Pe) 是 一 个 概率 场 (参看 第 1 章 81.4 习题 
8). 
性 质 1( 乘 法 公式 ) 若 4Bew,P4) > 0, P(B) > 0, 则 
P(ANMB)= P(A)P(B|A) = P(B)P(AIB). (2) 


一 般 ， 车 PUa nn > 0, 则 
P(A1N.:.NM An)= P(4)P(4z|41)P(4s41m42)…: 
P(An|A1 M:N An-1). (3) 


性 质 2( 全 概率 公式 ) ”车 A & oy, {Bk} 为 xf 中 有 限 个 或 可 数 个 两 两 不 相交 
且 具 有 正 概率 的 事件 , 4 c 》 Bi, 则 
大 


P(4) = 》  P(Bk)P(4|Bu)， (9 
k 


性 质 3(Bayes 公式 ) ”车 Ae oy, P(A4) > 0, 且 {Bs} 是 x 中 有 限 个 或 可 数 个 
两 两 不 相交 的 正 概率 事件 , 4 < 》 Bk, 则 对 每 一 Bk， 
k 


PUB = BVPAB) (5) 


SP(B,)P(AIB) 


以 上 性 质 的 证 明 较 易 , 希 读者 完成 . 

既然 (0, xz, Pp) 是 一 个 概率 场 , 我 们 就 可 以 考虑 随机 变量 在 此 概率 场 上 的 
积分 , 这 就 导出 

定义 2 设 是 概率 场 (2, .xy, Ps) 上 的 随机 变量 且 上 6dPs 存在 , 则 称 它 为 
é 在 给 定 事 件 B 之 下 的 条 件数 学 期 望 , 记 作 已 (6|B)， 

性 质 4 车 Et 存在 (不 一 定 有 限 ), P(B) > 0, 则 E(€|B) 存在 , 且 


E(€|B) = 5 上 tdP (6) 
证 当 上 =Xxa,4e 时 , 显然 
E(é|B) = 上 i 


_P(ANB) 1 
= p(B) ~ PB) xa 
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于 是 当 & 是 非 负 简 单 函数 时 (6) 成 立 , 因而 当 & 为 非 负 随机 变量 时 由 单调 收敛 定理 
知 (6) 成 立 . 最 后 对 Et 存在 的 情形 分 别 考察 t+,” 之 后 即 知性 质 4 成 立 . 口 
从 性 质 4 我们 得 到 两 点 启示 : 
1" & 在 给 定 事件 B 下 的 条 件数 学 期 望 的 实际 意义 是 上 在 集 B 上 的 平均 值 . 
2" 事件 4 在 给 定 事件 B 下 的 条 件 概率 可 以 看 作 条 件 期 望 的 特殊 情形 (我 们 
以 下 简称 条 件数 学 期 望 为 条 件 期 望 ), 即 


E(xalB) = P(AIB),Ae wo. 


其 中 1° 对 于 推广 条 件 期 望 的 概念 很 有 用 , 而 2* 使 得 我 们 致力 于 条 件 期 望 性 
质 的 研究 , 而 把 条 件 概 率 的 性 质 作 为 它 的 特殊 情形 顺便 推导 出 来 . 

但 是 实际 上 , 只 是 孤立 地 去 讨论 单个 事件 下 的 条 件 期 望 还 是 不 够 的 , 而 必须 把 
条 件 期 望 了 解 为 w 的 一 个 函数 . 例如 我 们 同时 考虑 E(#1B) 和 E(#|B°) 时 , 我 们 不 
把 它们 看 作 孤 立 的 两 个 数 , 而 了 解 为 一 个 函数 , 在 we B 时 , 取 & 在 B 上 的 平均 值 
即 E(B), 而 在 we Be 时 , 取 & 在 Be 上 的 平均 值 B(E|B°). 更 一 般 些 , 当 {Bn} 
是 8 的 可 数 分 割 且 P(Bn) > 0,n = 1,2,… 时 , 我 们 认定 函数 


SE(€|Bn)xs, (%) 


为 一 定 意义 下 的 条 件 期 望 . 为 了 能 够 了 解 它 的 意义 , 我 们 下 面 举例 说 明 . 
例 1 求 在 单位 时 间 内 某 一 平面 区 域 G 上 接受 来 自 字 宙 质点 的 平均 能 量 . 
我 们 自然 设 单位 时 间 落 入 G 的 质点 数 为 凡 第 k 个 质点 所 具有 的 能 量 是 &, é&1 
及 4 都 是 随机 变量 , 且 5 以 非 负 整 数 为 值 . 于 是 单位 时 间 内 G 所 接受 的 能 量 


€=61 + + 


而 所 需求 的 答案 是 Et. 

当 我 们 看 到 上 是 随机 变量 的 和 , 很 可 能 立刻 想到 是 否 可 以 直接 应 用 第 3 章 的 
方法 , 将 Eé 表 成 BEx 的 和 . 进一步 当 注意 到 这 个 和 的 项 数 也 是 随机 变量 时 , 我 们 
就 又 会 感到 这 样 做 是 困难 的 . 但 是 我 们 可 以 将 它 化 为 求 条件 期 望 的 问题 , 即 


oe | i 2 a 者 
= ,E(tél{p=n)P({p = 


= / SE(él{p =n})xw_ dP 
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因此 , 求 的 数学 期 望 就 化 作 求 条 件 期 户 
> BCEHA= 岂 )Xuw-w 


的 数学 期 望 的 问题 . (注意 到 当 P({ = n}) =0 时 Be =n}) 无 意义 , 故 上 述 函 
数 可 能 在 一 个 零 概 率 集 上 没有 定义 , 但 它 不 影响 积分 的 结果 .) 

这 个 问题 的 进一步 讨论 留 作 习题 . 

定义 3 设 (2,oz,P) 为 一 概率 场 , {Bn} C x7 为 9 的 可 数 分 割 , 令 多 = 
o(Bn,n = 了 ,2,…), Bk 存在 , 按 等 价 意 义 ( 即 可 以 在 多 的 零 概 率 集 上 任意 取 值 ) 定 
义 的 下 列 多 可 测 函 数 


E(€|%) = 》 已 (5|Bn)XB。 (7) 
亿 一 1 


叫做 在 给 定 o- 代 数 多 之 下 关于 PP 的 条 件数 学 期 望 . 
从 定义 3 看 到 E(él%) 在 多 的 每 个 原子 B。 上 取 & 在 此 原子 上 的 平均 值 ， 
此 E(t|) 在 多 的 原子 上 把 & 平滑 化 了 . 
这 里 , 我 们 说 “给 定 o- 代 数 下 的 条 件 期 望 ”是 因为 E(t|%) 不 仅 可 以 定 出 给 
定 事件 Bn 之 下 & 的 条 件 期 望 ,而 且 可 以 定 出 给 定 % 可 测 的 任意 集 B(P(B) > 0) 
时 & 的 条 件 期 望 B(E|B), 事实 上 , 若 Be 多, 则 B 必然 是 {Bn} 中 某 些 集 的 不 交 
并 , 例如 说 B = 35、 B。, 于 是 由 性 质 4 知 


PB)BGEIB)= | tap=5 | taP 
= 5 P(Bn)E(E|B,) = 上 DE(€|Bn)xBsdP 
加 / (elG)dP (8) 
B 
即 l 
E(£|B) = PB) 上 已 (8)dP 


不 仅 如 此 , (8) 式 还 可 以 做 为 条 件 期 望 E(t|%) 的 描述 性 定义 , 而 定义 3 称 为 条 件 期 
望 的 构造 性 定义 . 

定义 3 设 上 为 (2,oz,P) 上 的 随机 变量 , Et 存在 , {Bn} C sy 为 2 的 可 数 
分 割 , 多 = o(B，,n > 1), 称 满 足下 式 的 多 可 测 函 数 E(€|%) 为 £ 在 o- 代 数 多 下 关 
于 PP 的 条 件 期 望 : 


/ gdP = / (tlG)dP， Be®. (9) 
B B 
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由 于 不 定 积分 p(B) = 人 tdP Be 多 是 多 上 可 加 , P- 连 续 的 集 函 数 , 因而 
根据 推广 的 Radon-Nikodym 定 理 知 满足 (9) 的 多 可 测 函 数 存在 且 在 等 价 意义 上 是 
唯一 的 . 即 E(#|%) = 2 


(8) 式 表明 , 定义 3 定义 的 Be 多 ) 与 (9) 式 确定 的 EE(E|8) 是 同一 的 (在 等 价 
意义 下 ). 

对 于 给 定 -代数 下 事件 4 的 条 件 概率 同样 可 以 给 出 上 述 构造 性 定义 和 描述 性 
定义 . 

定义 3' 对 于 进一步 推广 条 件 期 望 提供 了 途径 . 因为 在 一 般 情 形 我 们 不 能 要 求 
2 的 子 c- 代 数 多 是 由 2 的 可 数 分 割 生成 的 最 小 -代数 . 例如 多 (在 某 一 连续 
型 随机 变量 ” 之 下 的 逆 象 所 作成 的 最 小 ec- 代数 o(n) 就 不 是 2 的 可 数 分 割 , 在 这 
种 情形 下 , 我 们 欲求 E(t|o(n)), 定义 3 就 不 能 使 用 了 , 但 定义 3' 却 给 了 我 们 解决 问 
题 的 途径 , 在 下 一 节 我 们 就 按 这 种 办 法 给 出 条 件 期 望 的 一 般 定 义 . 


习题 及 补充 


1. 设 有 N 个 产品 , 其 中 有 MM 个 废品 , 求 在 第 一 次 抽 得 合格 品 的 条 件 下 第 二 次 
抽 得 废品 的 概率 . 

2. 设 某 工厂 的 一 种 产品 是 由 三 台 机 器 生产 的 , 根据 单独 测定 的 结果 , 在 正常 情 
况 下 , 三 台 机 器 生产 的 废品 率 各 为 0.01,0.02 和 0.04, 而 在 同一 时 间 内 生产 产品 数 的 
比 是 8:5:2, 试 求 该 厂 生产 此 种 产品 的 废品 率 . 

3. 某 工 厂 产 品 的 合格 率 是 0.96, 为 了 保证 质量 必须 进行 破坏 性 的 检查 . 提出 一 
种 检查 简化 方案 , 经 试验 知 , 一 个 合格 品 经 该 方案 检查 而 获 出 厂 的 概率 是 0.98, 而 
一 个 废品 经 此 方案 检查 而 获 出 厂 的 概率 是 0.05, 问 用 这 种 简化 方案 作为 出 厂 产品 检 
查 方案 , 获得 出 三 许 可 的 产品 是 合格 品 的 概率 以 及 未 获 出 厂 许 可 的 产品 是 废品 的 概 
率 . 

4. 若 上 是 按 具 参数 和 的 Poisson 分 布 的 随机 变量 , 7” 在 给 定 事件 { =n} 之 下 
的 条 件 分 布 为 具有 参数 n,p 的 二 项 分 布 , 即 


P= ml{é = 71}) = ( 2 )r -pmo ) 亿 、 


证 明 : wn 是 参数 为 Xp 的 Poisson 分 布 的 随机 变量 . 
5. 设 &,&2,… ,4 是 (8, xY,P) 上 的 随机 变量 , 4 只 取 非 负 整 数值 .上 = &1 十 
… 十 &y, 又 设 与 刀 ,&2,… 独立 , 试 证 


BC =n}) = >》 Bér. 
k=1 
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进一步 设 级 数 》 El&k|P(j > 月 < oo 或 &4 非 负 ,k==1,2,.… 则 Et 存在 且 


k=1 
Et¢=) EtP(p > 月， 
k=1 


若 对 一 切 k 之 1, Et =a, 则 Et =a. En. 

6. 用 户 在 单位 时 间 内 对 电话 局 要 求 通话 的 总 时 间 的 平均 值 为 该 电话 局 的 话 务 
量 . 设 单位 时 间 内 用 户 向 电话 局 呼唤 的 次 数 / 是 按 具 有 参数 和 的 Poisson 律 分 布 
的 , 而 每 一 用 户 通话 时 间 & 是 按 负 指 数 分 布 的 , 即 


1 <0, 
eb:, 7x>0, 


Pe>a-1 (8 > 0)， 


则 该 电话 局 的 话 务 量 是 了 


8$5.2 给 定 o- 代数 下 条 件 期 望 与 条 件 概率 的 定义 和 性 质 


5.2.1 ”定义 及 简单 性 质 


在 前 一 节 分 析 的 基础 上 , 我 们 给 出 下 面 的 

定义 1 设 (0, x, 了 P) 是 一 概率 场 ,G 是 of 的 子 c- 代 数 , 上 是 (8, xy,P) 上 的 
随机 变量 且 BE 存在 (不 一 定 有 限 ). & 在 多 之 下 (关于 P) 的 条 件数 学 期 望 , 记 作 
E(t|%), 指 的 是 满足 下 述 条 件 的 9 上 的 一 个 多 可 测 函 数 的 等 价 类 中 的 任何 一 个 . 


站 E(t|¥)dP = / 上 dP 对 一 切 B e %. (1) 
B B 
由 于 

0 sa BeY 
是 多 上 o- 可 加 、P- 连 续 的 集 函 数 , 因而 由 推广 的 Radon-Nikodym 定理 知 E(£|%) = 
人 6 是 存在 的 且 在 -可 测 函 数 等 价 的 意义 上 是 唯一 确定 的 (注意 不 难 将 Radon- 


Nikodym 定理 推广 至 w 是 复 的 集 函 数 的 情形 . 这 里 上 可 以 是 复 随机 变量 .) 
关于 定义 1 我 们 做 以 下 几 点 重要 的 说 明 ， 
b 在 定义 1 中 要 求 & 是 随机 变量 且 BE 存在 , 因而 不 定 积分 p(B) = /tdP 
B 


在 gf 上 是 oc- 有 限 的 , 但 未 必 在 其 子 c- 代 数 多 上 o- 有 限 . 例如 多 = {9, 8},p(1) = 
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EE = co. 由 此 可 见 , 尽管 ¢ 是 随机 变量 ,EB(E|%) 也 未 必 是 随机 变量 . (因为 当 Et = 
oo 时 E(E|@) 未 必 a.e. 有 限 .) 

2° 考察 定义 1, 若 上 是 任意 积分 存在 的 可 测 函数 , 满足 (1) 式 的 多 -可 测 函 数 仍 
然 存 在 且 a.e. 唯一 确定 . 因此 可 以 把 条 件 期 望 的 定义 扩展 到 任意 积分 存在 的 可 测 


函数 上 , 这 时 将 Eé 理解 为 / &dP. 事实 上 , 今后 要 用 到 这 一 点 , 例如 有 时 需要 考虑 


E(t|%) 在 某 一 o- 代 数 多 ' 下 的 条 件 期 望 E[E(#| 多 )|%1, 这 时 E(E1%) 就 不 一 定 是 随 
机 变量 了 . 但 是 我 们 仍然 采取 概率 论 中 随机 变量 的 语言 及 记号 . 本 节 及 下 一 节 的 所 
有 定理 都 可 以 推广 到 积分 存在 的 可 测 函 数 上 , 请 读者 注意 考察 . 

3° 在 这 一 节 以 及 以 后 各 节 谈 及 条 件 期 望 与 条 件 概率 时 均 指 关于 一 个 给 定 的 概 
率 PP 而 言 的 . 为 了 叙述 简单 , 我 们 一 般 省 去 “关于 P” 的 叙述 . 

4° 由 于 只 有 对 BE 存在 的 &,E(&|%) 才 有 意义 , 因此 今后 假定 出 现在 条 件 期 望 
符号 下 的 可 测 函 数 的 数学 期 望 ( 即 积分 ) 永远 存在 . 

5° 在 谈 到 E(t&|8) 的 ae， 性 质 时 , 例外 集 均 指 多 可 测 集 , 即 存 在 乡 -可 测 集 
N, P(N) = 0, 使 当 w e Ne 时 该 性 质 成 立 . 车 将 已 在 多 上 的 限制 记 作 Pe, 则 可 记 
作 ， Pe-a.e. 成 立 . 

6° 记 8 = {é€ : BE 存在 ,为 (1, yf,P) 上 的 可 测 函数 , 把 等 价 的 可 测 函 数 看 作 
同一 元 }, 9 = {f :了 是 (2 多 Py) 中 的 可 测 函 数 的 等 价 类 }, 则 E(B) 是 2 到 9 的 
映射 . 我 们 把 记号 瓦 (.| 多 ) 叫做 给 定 o 代数 多 的 条 件 期 望 . 另外 也 可 以 把 E(.|%)(.) 
看 作 是 定义 于 8 x 8 上 取 值 于 屎 中 的 函数 , 在 (w,é) 处 之 值 就 是 E(E| 多 )(w).( 但 对 
一 个 给 定 的 &, (E18)(-) 是 Pe-a.e. 唯一 确定 的 .) 

条 件 期 望 E(El%w) 有 下 列 简单 性 质 : 

性 质 1 车 6 存在 , 则 LIB(EIG)] 存在 且 


ElE(E|G)] = Eé. (2) 

证 在 (1) 中 令 B= 即 得 . 

性 质 2 若 多 = yf 或 E 是 名 可 测 函数 时 , 则 E(&1%) = &, Pe-ae.. 

证 ”在 两 种 假设 下 , 任何 一 个 与 EPe-a.e. 相等 的 可 测 函数 都 满足 (1), 故 EB(&| 
YC) = £, Pe-a.e.. 

性 质 3” 若 & 是 复 可 测 函 数 ,& = &1 十 论 2,&1,&2 分 别 是 的 实 部 和 虚 部 , 则 

E(€|%) = E(t1|Y) + ib(é2|) 
= E(éi|%) — E(€1|%) +ilB(é2|G) — E(é2 | 名) 

当 把 & 局 限于 x 可 测 集 的 示 性 函数 时 , 就 得 到 了 给 定 o 代数 多 下 条 件 概率 

的 概念 ， 即 
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定义 2 设 (0,xy, 了 PP) 是 一 概率 场 ,多 是 or 的 子 o- 代 数 , 4 e xy, 则 称 E(x 多) 
为 事件 4 在 oc- 代数 多 下 (关于 局) 的 条 件 概 率 . 记 作 P(AI%). 

由 性 质 1, 2 立刻 得 出 

性 质 1 E(P(4|®)) = P(A4). 

性 质 2 车 Ae%,P(A|%) = xX Pe-a.e.. 

为 了 应 用 , 我 们 进一步 指出 : P(A|Z) 是 满足 下 述 关系 的 Py-a.e. 确定 的 多 -可 
测 函 数 

P(ANB) = 上 P(AG)dPg,BeY. (3) 
条 件 期 望 有 很 多 重要 性 质 ， 这 些 性 质 中 有 一 部 分 与 数学 期 望 作为 积分 的 性 质 


是 对 应 的 . 而 另 一 部 分 所 谓 平滑 性 质 则 与 数学 期 望 取 “ 平 均值 的 意义 有 一 定 联系 . 
这 些 也 是 条 件数 学 期 望 这 一 名 称 的 由 来 . 以 下 分 别 考虑 这 两 类 性 质 . 


5.2.2 ”给 定 -代数 下 条 件 期 望 的 期 望 性 质 


我 们 将 看 到 , 条 件 期 望 几 乎 具有 数学 期 望 的 所 有 人 性质, 首先 是 线性 及 单调 性 . 
定理 1 设 wb 是 常数 , 则 

DD) 车 =a,P-ae., 则 了 CEIG) = o Pe-ae. 

ID 车 at + bEn 存在 , 则 


E(at 十 轨 | 乡 ) = aE(tlE)+bE(nE), Pe-a.e. 


IID) 若 上 < 7n,P-ae., 则 (El 多 ) < BlG), Py-a.e 车 & 是 复 可 测 函 数 ， 则 
|E(E|Y)| < E(El|YG), Pe-a.e. 

证 ”定义 1 中 的 (1) 式 被 Be 多 ) = a 满足 , 故 了 成立. 其 次 , 由 定义 1 及 积 
分 线性 性 知 ,aEé 十 bEn 存在 可 推 得 (a 十 bm) 存在 , 因而 对 任何 的 Be 多 


[ BE(at + bnlZ)dP = ,| (a€ + bmdP 
B B 
=a f tap + /nap 
= [ E(€lG)dP +6 / ElG)dP 
B B 
= / lapels) + BlnlG dP 
(注意 上 式 中 各 项 的 存在 性 都 是 由 BEE, En,aEt + bEn 的 存在 所 保证 的 .) 这 就 是 说 


(at + bm) 及 aE(t|)+bE(n|) 在 多 上 的 不 定 积分 定义 了 多 上 的 同一 个 o- 可 
加 且 Px- 连续 的 集 函 数 , 因此 由 推广 的 Radon-Nikodym 定理 知 IT) 成立. 
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再 次 , 由 于 积分 性 质 及 定义 1 知 对 一 切 B € %， 


人 EtlG)dP = £dP < 上 人 ndP = 上 UnleJdP 


因而 B(€|%) < E(n|%), Pe-a.e.. (注意 这 里 用 到 了 第 3 章 3.2.2 定理 2,2)a) 的 全 部 
结果 .) 因而 IID) 的 第 一 部 分 获 证 . 
最 后 证 明 IT) 的 第 二 部 分 . 先 设 上 是 有 界 随机 变量 ， 


局 (El 多 )() = r(o)ettw， 
其 中 当 r(w) = 0 时 取 ei9(%) = 1. 并 设 5= 7+2,m5 是 实 随机 变量 . 则 由 IT) 知 
7 一 | 至 (| 多 )| = VIEIG) + [ECG 
是 多 可 测 函 数 , 于 是 由 
| 
1， "rr(w)=0. 
知 e-” 也 是 多 -可 测 函 数 . 由 后 面 将 要 讲 到 的 条 件 期 望 的 平滑 性 质 (82.3 定理 7) 知 
IE(é€|%)| = E(é|G)e * = E(te “|Y)>0. 


故 对 任何 B € %， 
兰 一 认 
0 </ aeloap=/e dP 


四 | /sea < /lar 
=- 人 zteloaP 


因此 , ID) 的 第 二 部 分 对 《 是 有 界 随 机 变量 时 成 立 . 
若 & 是 Et 存在 的 有 限 复 函 数 , 设 上 = & 十 i 论 2, 则 本 ;ET 至 少 有 一 有 限 ， 
i 二 1,2. 不 妨 假定 FE 有 限 ,i = 1,2. 由 定理 2 将 要 证 明 的 对 条 件 期 望 的 单调 收敛 
定理 知 
im E(téFxtlelgn}|G) = E(t|G), Pe-a.e.,i = 1,2. 


且 E(é; | 多 ), Py-a.e. 有 限 , i = 1,2. 
由 前 面 的 证 明知 , 对 任何 正 整数 m 


|E(éxtlelgn}|G)| < E(lélx{lersn}lG) < E(ElNYG), Pe-a.e., 
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而 
lim E(éxtItisn}|G) = lim {E(éi XtItIgn}|®) 
— E(éi x{ltl<n} |G) + ilE(é2 x{lelgn}|G) — Eléz x{iei<n} ls)])} 
= E(é1|%) — E(ti |%) +ilE(Et|G) — E(t2 1) 
一 五 (| 乡 ). 
因而 


[IE(E|G)| < E(El|G), Py-a.e. 


对 & 取 非 有 限 值 的 情形 , 可 通过 令 上 = 6xXtlel<eol + Extltl=ooy 而 证 明 , 不 再 更 述 , 
(前 一 步 证 明 方 法 称 为 截 割 法 .) 口 
由 ID) 知 瑟 (.| 多 ) 是 由 8 到 乡 (82.1 所 述 ) 中 的 线性 映射 . 
在 定理 1 中 令 £ = x4, A € oy, 则 立 得 
定理 1 在 wz 的 子 c- 代 数 多 之 下 的 条 件 概率 具有 下 述 性 质 : 
I) P(OIG) = 1 Pe-a.e. 
P(G| 多 ) = 0, Pe-a.e. 
IT) 若 4 e xy,k = 1,2……, 且 两 两 不 交 , 则 


P ( by Aie] = 》 P(4k| 名 ), Pe-a.e. 
\ k=1 k=1 
III) 对 任何 A e x， 
0< P(AIG) «1, Py-a.e. 


注 ”IT) 的 证 明 用 到 了 下 面 定理 2 中 的 单调 收敛 性 . 

应 该 指出 : IIIT) 所 出 现 的 条 件 概 率 是 对 给 定 的 41, 4 来 说 的 函数 , 因此 Px- 
a.e. 成 立 的 确切 含意 是 对 给 定 的 A( 或 4), 有 一 与 A:( 或 4) 有 关 的 多 可 测 的 零 
概率 集 N, 使 得 IT)IHT) 对 一 切 we Ne 成 立 . 这 种 零 概率 集 一 般 来 说 是 随 4x( 或 
4) 而 变动 的 . 确切 理解 定理 1 的 含意 , 对 于 理解 85.5 中 提出 的 正则 条 件 概 率 的 概 
念 是 十 分 必要 的 . 

其 次 我 们 会 看 到 条 件 期 望 保持 收敛 的 性 质 (这 些 性 质 与 积分 收敛 定理 相当 ), 即 

定理 2 

IV)( 单 调 收敛 性 ). 若 0 < 6% 1 é&,P-a.e., 则 


0 < E(én|G) 1 E(éE|G), Pe-a.e. 
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V)(Fatou-Lebesgue 收敛 性 ). 设 m,¢ 可 积 , 若 对 一 切 n> 1,7 < én,P-a.e., 则 
B( lim énl%) < lim E(én|), Pe-a.e. 
若 对 一 切 n> 1,én < 6,P-a.e., 则 
lim E(én|%) < E( lim én|%), Pe-a.e. 


VD( 控 制 收敛 性 ). 设 nm,¢ 可 积 ,车 n < 1,P-a.e., 或 对 一 切 n 之 1,n < én<6 
且 6 一,P-a.e. 则 


E(tn|G) — E(E|G), Py-a.e. 


证 i 由 ID) 知 , 车 0 < é& 1 &,P-a.e., 则 序列 {BE(&n|)} 是 Po-a.e. 不 降 且 
非 负 的 , 因此 有 一 可 测 函 数 6 使 


E(tn|Y) Te Py-a.e. 
于 是 由 积分 的 单调 收敛 定理 知 , 对 任意 的 Be 多, 有 

im 上 E(tn|G)dP = gdP. 
另 一 方面 , 由 定义 1 及 单调 收敛 定理 知 对 任 一 B € %， 

im E(én|G)dP = lim 上 éndP = 上 édP = 上 E(t|%)dP 
因此 对 任 一 Be %, 都 有 
下 edP = 上 (clG)dP 
由 于 & 与 BeG) 都 是 多 可 测 函 数 , 故 6 = E(E|B), Px-a.e., 因而 
E(én|Y) 1 E(ElY), Pye-a.e.. 


ii) V) 的 证 明 与 Fatou-Lebesgue 定理 (第 3 章 83.1 定理 1) 的 证 明 是 一 样 的 ， 
只 需 将 应 用 单调 收敛 定理 之 处 相应 地 换 成 IV 即 可 . 今 简 述 如 下 . 首先 注意 , 因为 7 
可 积 , 故 Bl 多 ), Pe-a.e. 有 限 , 令 


一 1 7。 一 之 1. 
Nn Ex n),n>1 
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于 是 
0 乏 mmr 1 sup i (ék —7) = mm (én — ), P-a.e. 
故 由 II 及 IV 知 
B( lim 各 一 NE) = lim EmmnlY) 
< sup 让 E(éx 一 中 5 乡 ) 


= lim 五 (对 一 中 器 ) Pe-a.e.. 


在 上 式 两 端 加 上 E(m|%), 即 得 V 的 第 一 部 分 . 同 法 可 得 第 二 部 分 . 


证) VI 是 IV 和 V 的 直接 推论 . 
条 件数 学 期 望 具有 和 数学 期 望 相 应 的 一 系列 不 等 式 , 即 
定理 3 


VID(C:-- 不 等 式 ). 设 7 > 0, 则 
E(lé + |G) < CrE(EIG) + Cr E(InN|G), Pe-a.e., 


其 中 


1, rg1, 
Cr = 人 一 
2 ?之 二 


VII) (H6lder 不 等 式 ). 若 > > 1,s > 1， - 十 2 = 1 则 

到 (| 多) < [E(EIIG)]? : [E(Inl|Y)]?, Pe-a.e,, 
IX) (Minkowski 不 等 式 ). 若 7 > 1 则 

[E(lE + NIE): < [BE(EIIG)]: 
+[E(In|"|Y)]*, Pe-a.e. 
X) 若 r > 0, 则 [E(|é|"|%)]*, Pg-a.e. 不 降 . 
以 上 各 不 等 式 中 等 号 Py-a.e. 成 立 的 条 件 与 第 3 章 3.6.1 所 述 相同 . 
证 i) Cr 不 等 式 的 证 明 如 下 : 对 一 切 Be %， 
f wg tier = | etaaP 
B B 
< /cer+cmmdP 


二 上 [CE(ErlG) + CrE(nrlGldP 
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这 里 用 到 了 条 件 期 望 的 定义 、 关 于 数列 的 C,- 不 等 式 、 积分 性 质 以 及 II. 
i) Halder 不 等 式 的 证 明 : 先 证 &,7 为 有 界 函数 的 情形 . 若 记 集 有 全 { 羽 (|ejr|@) 
= 0}, Ba={B(Inl*|%) = 0}, 于 是 


/ grap= 人 merIGaP=0 
Bi1 B1 


即 

Xp" =0, P-a.e. 
同 理 可 证 

xpsin = 0， P-ae. 
于 是 


| 上 |xsiuB, = 0, P-a.e. 
再 应 用 5.2.3 条 件 期 望 的 平滑 性 质 及 Bl, U Bs 是 可 测 的 , 知 


E(xB1uB2lén||G) = xBpiuB2 E(lénN|G), Pe-a.e. 


亦 即 在 BU B。 上, E(|&nl|%) = 0, Py-a.e. 因而 Hilder 不 等 式 在 BiU B。 上 自然 成 
立 . 
在 BfNB3 上 , E(Ié|"|%) #0,E(Inls|%) 关 0 在 不 等 式 


ab < aat+pBb,(a>0,b>0,0<a<1,at+B=1) 


lr ,mn ls_l 
a i i 
即 得 
[én| be 
Er* (II"|Z) ENE) rE(QEIIYG) s Enls|e) 
两 边 乘 以 xpsnss, 取 多 之 下 的 条 件 期 望 , 注意 E* (|é|"|%), 3(In|*|@) 及 Xafnas 
都 是 -可 测 的 , 应 用 5.2.3 条 件 期 望 的 平滑 性 质 以 及 III 即 得 
E(lénll®) 
S198 pr (lI"|G) Es (Inls|G) 
即 在 Bf mn Bs 上 仍 有 H6lder 不 等 式 成 立 . 因此 当 &,m 有 界 时 Holder 不 等 式 获 证 . 
对 于 一 般 情形 , 可 按照 证 明定 理 1 中 III 的 方法 ( 截 割 法 ), 通过 截 割 及 取 极限 的 方 
法 证 明 . 
让) Minkowski 不 等 式 当 7 = 1 时 显然 成 立 , 当 7 > 1 时, 利用 Halder 不 等 式 ， 





& XBenBs, Pe-a.e. 


1 1 
注意 到 区 有 


E(l€ + |G) < EEE + nl |G) + Enllé + ol" |Y) 
< Er(IéFIG) E07) (人 十 9 多) 
+E* (nll) EC (Ié + nl"|Y) 

Pe-a.e. 成 立 . 当 (IE 十 9g 多)(w) = 0 时 , Minkowski 不 等 式 自动 成 立 ; 当 E(|é& 十 
"| 多 )(w) 闫 0 时 ,在 上 述 不 等 式 两 端 同时 除 以 EQ-*)(|&+n|"| 名 )(w), 即 得 Minkowski 
不 等 式 . 

iv) 设 r < w 在 关于 条 件 期 望 的 Holder 不 等 式 中 取 "为 开 , 取 为 tI",7 二 1 
即 得 

E(Ié|" |%) < E(é||IYG)*, Pe-a.e. 


ED (él IG) < Et(é]"|Y), Py-a.e. 


即 X 获 证 . 口 
定理 4 车 名 -一 和 6r>1l 则 


E(tn|%) 一 E(é|Y). 
证 ”由 -二 67 之 1, 知 Blén|,Blé| 有 限 , 因而 


[BE(én|%) — E(EIG)| = |E(én — &|%)| 
< E(tn — él|%) & Er(lén — EIY), Pe—a.e. 


故 
ElE(én|G) 一 五 个 | 多) 六 入 E(E(|én — é|"|Y)) 
= Eltn — tl" — 0. 
因而 定理 获 证 . 口 
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简单 地 说 , 给 定 o- 代 数 多 下 的 条 件 期 望 是 一 个 多 平滑 算 子 , 在 一 定 意义 下 它 
具有 数学 期 望 的 取 平 均值 的 功能 . 和 此 有 关 的 一 类 性 质 总 称 为 平滑 性 质 . 

我 们 已 经 知道 , EF(E|8) 是 一 个 乡 -可 测 函 数 , 因而 它 在 多 的 每 一 个 原子 上 取 同 
一 个 值 . 而 且 我 们 还 将 看 到 在 多 的 原子 上 它 取 & 关于 概率 P 的 平均 值 , 即 
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定理 5 在 多 的 每 个 原子 B 上 , E(t|%) 是 常数 . 且 若 P(B) > 0, 则 对 一 切 


wEB 
ElG)(w) = 于 上 6dP (4) 


记 此 常数 为 EB(&|B). 
证 ”由 于 P(B) > 0, 故 有 一 woe B, 则 由 EE(EI8) 是 -可 测 函 数 知 


BoS{w : E(élE)(w) = E(EIG)(w)}NB EY, 


由 于 Bo Cc B, 且 Bo 坟 C. 因而 由 原子 的 定义 ( 除 本 身 及 空 集 &g 而 外 不 包含 任何 可 
测 子 集 ), Bo = B 即 E(#1%) 在 B 上 的 值 是 常数 , 记 为 (E1B), 则 


BlelB)P(B) = | Eltap = 人 caP 


P(B) > 0, 故 (4) 式 成 立 . 

这 个 定理 清楚 地 说 明 E(t#|%) 在 多 的 原子 但 非 x 的 原子 上 是 “& 的 平均 值 ”， 
在 这 个 意义 上 , E(t|%) 是 & 的 一 个 -平滑 函数 . 

由 此 定理 还 可 得 到 85.1 曾经 提 到 的 结果 . 

推论 1 设 儿 是 由 9 的 可 数 分 割 {Bn} c x 生成 的 最 小 c- 代 数 , 则 


(6IG) = 》 E(é|Bn)xB,, 


其 中 当 P(B;) 站 0 时 ,E(E1B。) 由 (4) 式 的 右 端 定义 , 而 当 P(Bn) = 0 时 ,E(€|Bn) 
取 任 一 常数 . 
其 次 , 对 于 x 的 最 小 子 o- 代 数 后 = {2, 2}, 则 有 


E(tél%) = Et. 


这 一 结论 对 每 一 与 o(é)( 即 上 -1( 有 0) 或 上 -1( 有 多 )) 独立 的 o- 代 数 多 也 是 
Psy-a.e. 成 立 的 . 即 
定理 6 车 多 与 o(&) 独立 , 则 


E(t|¥) = Et, Pe-a.e. 


证 首先, 当 上 > 0 时 定理 成 立 , 因为 对 每 一 Be 多 来 说 , Xe 与 € 独立 , 利用 
乘法 定理 (第 3 章 , 83.4.1, 性 质 3)， 


/ E(tl/¥)dP = / EdP = Etxs = Eé. P(B) = / EédP. 
B B B 
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当 & 为 实 可 测 函 数 时 ， 由 假设 知 o(€+),o(€-) 分 别 与 多 独立 ,所 以 ,BclG) = 
E(é+|Y) 一 已 (6 多) = BEét — Eé” = 瑟 ,ae.Peo. 当 上 为 复 可 测 函 数 时 ,可 通过 
实 部 和 虚 部 类 似 地 证 明 . 口 
再 由 82.1 性 质 2 知 当 & 是 乡 可 测 函 数 时 ,已 (|G) = &, Pe-ae… 根据 前 面 的 解 
释 , 可 以 认为 E(-| 多 ) 对 儿 可 测 函数 不 再 起 平滑 作用 . 更 一 般 地 , 有 下 列 的 
定理 7 若 € 是 -可 测 的 ,n 是 使 Bén, En 存在 的 随机 变量 且 &,7 之 一 是 实 
的 , 或 &nm,n 是 可 积 的 复 随 机 变量 , 则 


E(é£n|¥) = €E(nE), Pe-a.e.. (5) 
证 i) 先 考虑 m >0 的 情形 . 首先 , 当 & = xp', B'E 多 时, 对 任何 Be %， 
| Es .9 多 )dP =/ Xa'ndP 
B B 
=/ Ble)dP = | xa Elle)aP 
BNMB!’ B 


因而 (5) 对 7 > 0,€ = xs B'E 多 成 立 , 因而 也 对 上 是 多 -可 测 的 非 负 简 单 函数 成 
立 . 由 条 件 期 望 的 单调 收敛 性 知 (5) 对 & 是 多 可 测 的 非 负 函 数 成 立 . 当 上 为 多 可 
测 的 实 函数 时 , 由 Eén 存在 知 BE+m BE-n 及 BEt+n 一 Bt-n 存在 , 因而 
已 (6 名 ) = E(tn|Y) — E(€ 7|Y) 
=é€tE(nYG) — € E(n|Y) 
=é€E(nYE), Pe-a.e. 


对 于 是 复 可 测 的 情形 , 设 5 = 和 十 i2,&1,&2 为 实 的 -可 测 函 数 . 由 Eén 存在 知 
E&in 十 iBt2n 存在 , 由 定理 1,11, 及 上 述 结果 知 


E(énE) = El(é1n|G) + iB(é2n|G) 
= ENG) + ita En|G) 
= €E(nY), Pe-a.e.. 


这 再 考虑 7 为 实 随机 变量 的 情形 . 车 & 为 实 的 -可 测 函 数 , 由 Etn 存在 , 知 
(Etnt +€-n), BE(Etn- +£-nt+) 有 一 有 限 , 因而 BEnt+, BE 及 Etnt 一 Etn- 有 
意义 , 于 是 根据 定理 1 的 II 及 i) 中 结果 ,有 

E(€n|Y¥) = E(ént — én 1G) = E(Ent IG) — E(€n |Y) 


= é€E(|G) ~ €E(n 1) = (BE(n IG) — E(W IY)) 
= €E(nG), Pe-a.e. 
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同 i) 中 证 明 是 复 的 多 -可 测 函 数 时 的 方法 一 样 可 证 上 是 复 的 2- 可 测 函 数 ,n 为 实 
随机 变量 时 (5) 成 立 , 

这 ) 7 是 复 随 机 变量 ,上 是 实 的 多 -可 测 函 数 时 , 设 7 = m1 十 im2,1,"2 为 实 随机 
变量 . 由 于 Eén 存在 意味 着 Etm,Eémo 及 Etm + iEtmz 存在 , 利用 ii) 中 结果 及 
定理 1 的 IL, 易 知 在 此 条 件 下 (5) 式 成 立 . 

iv) 当 &,n 均 为 有 界 复 随机 变量 时 , 设 上 = & 十 斌 2,7 = 十 2,&1,&2,mm m2 皆 
为 有 界 实 随机 变量 , 此 时 Eén = BEkimi 一 Bt2m2 +iB6i7a 十 Bt 因而 由 这 中 结 
果 及 条 件 期 望 的 线性 性 质 知 (5) 成 立 . 

再 利用 条 件 期 望 的 控制 收敛 性 及 截 割 法 可 证 当 én 及 1 可 积 时 (5) 式 成 立 . 

定理 所 述 的 各 种 情况 皆 已 证 明 . 口 

定理 8 若 9c%w', 则 


E(E(ElG)|Y') = E(€|G) = E(E(E|Y')|Y), Pe-a.e. (6) 


证 ”由 于 BtIG) 是 多- 可 测 函 数 , 因而 由 多 c 多 ' 知 它 是 多 ' 可 测 的 , 由 于 
BE(B(IG)) = Eé 存在 , 由 定理 7 知 


E(E(é|Y)|Y’) = 殖 人 | 名) 再 (1 多) = E(élY), Pe-a.e. 


此 即 (6) 的 第 一 个 等 式 . 至 于 第 二 个 等 式 则 因 对 任 一 Be 多 ( 因 而 Be 多 ') 来 说 , 由 
定义 1 知 


/ E(E(EIY)Y)dP = / BE(ElG')dP 
B B 


J edP = 上 (elG)dP 

于 是 即 得 (6) 的 第 二 等 式 . 口 

注 ”从 定理 8 我 们 看 到 扩展 条 件 期 望 定义 的 必要 性 . 在 定理 8 中 即 令 是 随 
机 变量 ,E(E|%) 也 未 必 是 随机 变量 , 因而 A(E(E1B)|w') 就 不 是 随机 变量 的 条 件 期 
望 , 而 是 一 个 可 测 函 数 的 条 件 期 望 . 在 证 明定 理 8 的 过 程 中 应 用 了 定理 7, 且 定 理 
7 中 的 & 不 一 定 是 随机 变量 , 因而 E(&n|%) 也 是 一 个 一 般 可 测 函数 的 条 件 期 望 . 请 
读者 结合 定义 1 后 的 注 1° 和 2。 进一步 体会 . 

最 后 , 我 们 应 用 上 面 的 定理 来 证 明 

定理 9 若 t€ Lz(0,y,P),% 是 yf 的 子 o- 代 数 , 则 E(E1%) e Da(02,G Py)， 
且 BelG) 是 上 在 L2( 人 ,多 ,Pz) 中 的 最 佳 均 方 逼 近 , 即 对 任 一 fe Ls(0,%, Pz) 来 


到 一 已 CI 名) 和 一 下 (7) 
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并 且 进 一 步 有 
E(t€ — E(El®) :|Y¥) < E(l€ — f|*)%), Py-a.e. (8) 
证 ”只 需 证 后 一 结论 , 因为 对 (8) 取 数 学 期 望 即 得 (7). 
由 定理 1 的 III 及 定理 3 的 X 知 
[EG < IE(ENG) < E(ElIY), Pe-a.e. 
而 E(E(IE]?|Z)) = Bl? < oo, 故 E(E|%w) 平方 可 积 , 且 E(E|%8) 为 -可 测 函 数 ， 
而 E(E|@) € Ls(1,%, Pe). 
其 次 ， 对 任 一 f € L2((2,@, Pa), 设 Sf 是 复 的 ， 而 é = &1 + it2,f 三 fi 十 
if2,&1,&2, 所, f2 是 实 的 , 则 
为 (| 各 — fil*|G) = Elléi — E(&|Y) 十 五 (各 多) — fil?|@G) 
= Ellé; — E(& GC) + EIE(é|Y) — fil?|Y] 
+2E[(éi — E(t&i:[®))(E(é|G) — fi)|Y), 
Pe-a.e.i = 1,2. 
由 于 EE(&i|%) 一 fi 是 多 可 测 函数 , 故 由 定理 7 知 上 式 右 端的 第 三 项 为 
[E(€i|@) — fijElé; — E(€i|G)|Y)] = 0, Pe-a.e.i = 1,2. 
因而 
E(lé — fil*|G) = E(lé; — E(é|®)| :|G) 
+ E(|E(&|%) — fl2|G) > E(lé; 一 E(éi|Y)|*|Y), 
Pe-a.e.i = 1,2. 
由 于 内 一 J2=|& 一 +|é2 一 fol2, NE E(EIG) =|6 -E(t GO) + — E(t2|Y)|?, 
所 以 
E(|€ — fl21%) = E(lé& — fl2|Y) + E(lé2 — fol?l) 
> E(l& — E(&1|@)||G) + E(lé2 — E(é2|%)||Y) 
= E(|€ — E(t£|/%)|*|Y), Pe-a.e. 
定理 获 证 . 口 
实际 上 , 常常 遇见 这 样 的 问题 : 设 上 ,6 ,和 是 二 阶 矩 存在 的 随机 变量 . 希望 
求 出 &,… ,所 的 一 个 函数 f(&1,… ,6) 来 “最 好 地 逼近 ”t( 通 常 称 为 回归 问题 ). 
车 “最 好 地 允 近 ”的 意义 理解 为 “最 佳 均 方 下 近 ”, 则 由 定理 9 及 85.3 定理 1 知 


FE , én) 二 E(élo(é1,.… ,En)) 
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即 为 所 求 . 但 是 也 应 同时 指出 : 除了 某 些 特殊 情形 (如 按 正 态 律 分 布 的 情形 ) 外 , 还 
没有 很 好 的 实际 可 行 的 方法 来 求 函 数 f(z1,… ,zn), 如果 (5 6 …… ,x) 按 正 态 律 
分 布 , f(z1,… ,zn) 的 形式 将 在 $3 例 7 中 给 出 . 

为 了 应 用 ， 我 们 退 一 步 将 问题 改 成 下 面 的 形式 : 设 £,&,… ,én 是 二 阶 矩 存在 


的 随机 变量 , 希望 求 &1,… ,én 的 一 个 线性 组 合 》、aktk, 使 得 对 任何 51,… ,bn， 


天 一 1 
Elé— 》 aktkl2 < El€ — 》 bpekl2. (9) 
k=1 ke 


这 就 是 所 谓 的 线性 回归 问题 . 当 &,&1,… ,én 为 实 随机 变量 时 , 线性 回归 问题 不 难 
由 古典 分 析 的 方法 解决 (参看 [9] 第 33 章 ). 为 了 便于 与 定理 9 的 结论 对 比 , 我 


们 有 时 称 满足 (9) 的 线性 函数 ~anéi 为 上 在 (6,… ,名 ) 下 的 广义 条 件数 学 期 
望 , 而 记 作坊， ,名 ) 更 一 般 地 可 以 令 顺 为 [2(0,27,P) 的 一 个 线性 子 空间 
ee La( 人 2, 2f, 也) 在 巴 下 的 广义 条 件数 学 期 望 是 指 满足 条 件 

Blé — E(éIm)l? < E(lé — f°), 
对 任何 fe om 的 员 中 的 函数 lg 广义 条 件 期 望 与 条 件 期 望 有 着 很 多 相似 的 
性 质 , 不 过 我 们 不 再 在 此 停留 了 . 
习题 及 补充 


1. 在 条 件 期 望 的 控制 收敛 性 VI 中 , 其 他 条 件 均 成 立 , 将 6 一 £, P-a.e. 改 成 
名 三 结果 如 何 ? 
2. 若 9 为 RR 上 连续 是 函数 , 且 Et, 29(6) 有 限 ,BE(&| 多 ) 有 限 , 则 


g(E(é|YE)) < E(g(é£)|Y), Pe-a.e. 
3. 车 多 CY C ww, 且 ' 是 ' 可 测 的 ,BEE',Ek 存在 (车 &,&' 皆 为 复 函 数 时 ， 
要 求 Et',& 可 积 ), 则 
E(E£€'|G) = E(E E(tEIYG')E), Po-a.e. 
i 车 i) 成立 , 则 5.2.3 中 的 定理 7,8 成 立 . 
4. 设 o- 代 数 Sn C 好 ， 且 哎 T, én 是 LU 可 测 的 ， 他 一 Le ) 车 对 一 切 n 及 
mn, 
E(én|%m) = Em(Z ém, & Em), a.e. 
则 称 {&%} 为 一 著 (相应 地 下 款 、 上 款 ). 
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车 全,…… ,mn 为 一 独立 实 随机 变量 序列 ,车 对 一 切 k,n, Bn = 0(Em 之 
0), ct 一 o(m, a ,Mn), En = Dm, 试 证 {én} 为 一 蒜 (相应 地 下 款 ). 


k=1 
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在 初等 概率 论 中 , 也 曾 遇 到 过 给 定 随机 变量 下 条 件数 学 期 望 的 问题 . 例如 (é&,7) 
为 二 维 连续 型 随机 变量 , 要 考虑 E(tjn = y),y e RW. 由 于 P( =y) = 0, 因此 , 它 
不 能 按照 给 定 事件 下 的 条 件 期 望 来 定义 . 在 一 些 教科 书 中 采取 先 定义 条 件 分 布 函 数 


F(zlW)SPE < zln = WS dim, PE < zly < 7 < y+ AY), 


然后 再 定义 
Bléln = / zdF(zly). 


但 这 样 做 法 要 想 达 到 数学 上 的 严格 性 会 遭遇 到 古典 分 析 的 困难 . 

在 这 一 节 , 我 们 用 测度 论 的 工具 讨论 在 给 定 映 射 下 随机 变量 的 条 件 期 望 及 其 性 
质 . 作为 特例 我 们 将 讨论 在 给 定 随机 函数 m. = {m,t e T} 下 随机 变量 的 条 件 期 
望 . 最 后 , 对 于 连续 型 随机 变量 的 情形 , 得 出 与 通常 教科 书 中 一 致 的 结论 . 

设 6&7 为 (0, oy,P) 上 的 随机 变量 , Et 存在 , & 在 给 定 o- 代 数 o(n) 下 的 条 件 
期 望 为 (tlo(m)), 由 于 {m = 人 邹 是 cn) 的 原子 , 因而 在 { = 让 上 BE(&lo(m)) 为 常 
数 . 于 是 E(tlo(m)) 可 以 看 作 是 .7 的 函数 , 记 作 EE(éjn), 称 为 上 在 给 定 随机 变量 7 
下 的 条 件数 学 期 望 . 

为 了 进一步 推广 这 一 概念 , 我 们 先 来 回顾 第 2 章 讨论 过 的 可 测 映射 的 概念 . 

设 (8, xY) 是 一 可 测 空间 , 是 由 8 到 82' 的 映射 , 则 可 以 证 明 存在 着 一 个 他 
的 子 集 作成 的 o- 代 数 oy', 使 得 f 是 (2, ez) 到 (82', vy') 的 可 测 映 射 . 事实 上 , 令 


A ={A :A ch, (A) eat (1) 


则 仿照 第 2 章 82.2 证 明 性 质 2 的 方法 , 可 以 证 明 xY' 是 2. 中 的 o- 代 数 . 于 是 显然 
2Y' 满足 上 述 要 求 . 

定理 1 设 上 是 (2,w,P) 上 的 一 个 随机 变量 Et 存在 , f 是 (wz) 到 
(02', oz) 中 的 可 测 映 射 , 则 


E(tlo(f)) = go F, Pos)-ae. (2) 


其 中 9 是 满足 
/ gdP; = | dP A' € of' (3) 
A’ f-1(A4’) 
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而 由 E(éje(7)), Pf-a.e. 唯一 决定 的 (24 wf') 上 的 一 个 可 测 函 数 . 其 中 Py 是 已 在 
(2, ez) 上 由 f 导出 的 概率 测度 . (参看 第 3 章 83.4 定义 6.) 

证 设 €=6& 十 iéz,&1,&2 是 实 随机 变量 , 则 

E(élo(f)) = El(éilo(f)) + iE(é2lo(f)). 
由 于 E(&;lo(f)) 是 o(f) 可 测 的 实 函 数 , 由 第 2 章 82.2 定理 13 知 存在 (00, oz') 上 
实 可 测 函 数 g;, 使 得 
El(é;lo(f)) = g;°f,j = 1,2. 
令 
9 = g1 + ig2, 
则 
E(télo(f)) = g1ef +igaf =gof, 

即 (2) 成 立 . 

再 由 第 3 章 83.4 积分 变换 定理 、(2) 式 及 条 件 期 望 的 定义 得 


J gap;= /gofap 
A’ f-1(A’) 
=/ ,Blo(pap= |, tap A ea, 
1(4) f+(A) 


即 (3) 成 立 . 
最 后 , 令 
?4)= 人 BeUD)P= 上 saP A ee, 
则 是 wf 上 可 加 ,已 -连续 集 函数 , 因而 g 由 Blc( 放 ) Pj-ae. 唯一 决定 。 口 


由 于 B(élo(7)) 在 Pe 二 w'}(w'E 2) 上 为 常数 ,( 为 什么 ? ) 因而 常 以 BeI) 表 
示 E(t&lo(f)), 又 由 于 当 f(w)=w 时 


E(é|f)(w) = 9g(f(%)) = 9(w), 


除去 o(f) 中 的 零 概 率 集 (因而 除去 ox' 中 的 零 概率 集 ) 而 外 , 对 一 切 we 8 成 立 ， 
因而 我 们 也 可 以 认为 上 在 f 之 下 的 条 件 期 望 是 定理 1 中 的 g, 并 记 作 


BE(élf =w)Sg ho 有 (4) 
例 1 当 / 为 (2,o,P) 上 的 实 (或 复 ) 随机 变量 5 时， 


BE =Y) = g(y),y € RO (相应 地 ,y € 2Z0D))， 
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其 中 9 是 (ROD, 多 四)( 相 应 地 ,(2 中 ,8 外)) 上 的 可 测 函 数 . 


五 全 = Yi, ,Nm = Ym) = g(y1,*… , Ym), 8 


(y1,.** ,Ym) E Rm (或 2 )， 


其 中 g 是 (Rom ,有 (om)( 相 应 地 ,(Z(m ,多 4")) 上 的 可 测 函 数 . 
以 上 两 例 中 的 9 均 按 定理 1 决定 . 
当 给 定 的 f 是 随机 变量 族 的 情形 , 在 研究 马 氏 过 程 时 很 有 用 , 在 此 作 些 讨论 . 
第 4 章 已 经 给 出 了 无 穷 乘积 空间 和 无 穷 乘积 o- 代 数 的 定义 . 设 T 是 任 一 指标 


集 ， 
RM =T[R，2= 工 2 
teT teT 
B=[[%=(%"x I 
teT Te teT—T. 
Zr =|[%.,=\ 32x I &, 
teT Te teT—T. 


其 中 T. 跑 遍 TT 的 一 切 可 数 子 集 上 且 对 一 切 t € T,R: = RD = GO 多 = 
(1) ,Bs, = BD. 则 (RT,BT),(27T, BT) 为 可 测 空间 . 

定义 1 设 (2, 必 ,P) 为 一 概率 空间 , 称 (2, sg) 到 (RT, 多 7)( 或 (27, 弛 )) 的 
可 测 映 射 nz = {ne,t € T} 为 随机 函数 ， Nt 称 为 随机 函数 Tr 的 分 量 

一 个 随机 函数 nm., 给 定 we 2, 是 te 上 的 函数 ; 给 定 te T, ne 是 一 个 随机 
变量 . 由 乘积 c- 代 数 的 定义 及 第 2 章 2.2.1 性 质 3 易 证 m. 为 (2, 7,P) 上 随机 函 
数 的 充分 必要 条 件 是 它 的 每 一 分 量 np; 是 (2, xf, P) 上 的 随机 变量 . 因此 wm, 是 定义 
域 为 工 而 取 值 为 随机 变量 的 函数 (此 即 随机 函数 一 词 的 由 来 ). 

由 第 2 章 2.2.4 定理 13 推 知 , 若 nm. 为 实 ( 复 ) 随机 函数 , 则 yp 是 o(mj) 可 
测 函 数 的 充分 必要 条 件 是 存在 (RT, 多 7 了)( 相 应 地 ,(2Z7, B87)) 上 的 可 测 函 数 g, 使 
Pw) = (gom)(w) = g(Wr(w)》 对 一 切 we n 成 立 . 因而 有 

例 3 设 上 是 (2,ozy,P) 上 的 随机 变量 , Et 存在, m, 是 (8,y,P) 上 的 随机 
函数 , 则 

El(élnr) = gonr 
或 
El(élnr = Yr) = g(yz) 
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称 为 上 在 给 定 随 机 函数 n, 下 的 条 件数 学 期 望 . 其 中 9 是 (RT, GT)( 相 应 地 , 当 7 
是 复 随机 函数 时 为 (27, BT)) 上 的 可 测 函 数 , 由 EB(&jo (nm,)) 通过 


/ jaP = [ E(tlo(n)dP, Br € HT (或 BT) 
Br nz71(Br) 


已 -ae. 唯一 决定 . 其 中 媚 ， 为 随机 函数 mp. 的 分 布 律 . 
由 于 条 件 概率 是 条 件 期 望 的 特殊 情形 , 因此 由 定理 1 立刻 得 出 关于 条 件 概率 
的 相应 结论 . 即 | 
推论 1 设 (0, .wy, PP) 是 一 概率 场 , 4e of,f 是 (0,94) 到 (82', 21') 中 的 一 个 
可 测 映射 , 则 4 在 o(f) 下 的 条 件 概 率 
P(Alo(f)) = hof, (5) 


其 中 h 是 满足 
MO = P(ANIH(BN), Be ef’ 
B’ 


而 由 P(Alo( 了 )), Pj-a.e. 唯一 决定 的 (2', sz) 上 的 可 测 函 数 . 
证 ”只 需 在 定理 1 中 令 & = xXx。 即 得 . 口 
同 定理 1 后 面 的 注解 一 样 , 可 以 把 P(Alo(f)) 记 作 P(4| 用 , 可 以 把 h(w') 记 作 


h(w')SP(Alf = w),w € 0. (6) 
当 f 是 (2,ex,P) 上 的 随机 函数 ,而 
A= {w: én,(w) € Ba'), 
其 中 如 也 是 (2, wy, P) 上 的 随机 函数 ,BT e 9B, 则 
P(Alnr = 条) = h(z7), zr € 27. 


其 中 h 按 推 论 1 确定 . 
对 于 6 = (&1, FE , En), Nr = (71， pp , Tm) 的 特殊 情形 ， 我 们 得 到 


Pt ;én) € Bm 二 21 ,Tm 二 Zm), 


(Zz1,: i mm) € Fm) 
的 确切 含意 . 


现在 我 们 应 用 以 上 的 结论 来 导出 通常 教科 书 中 关于 连续 型 与 离散 型 随机 变量 
的 条 件数 学 期 望 与 条 件 概率 的 公式 . 


. 278 . 第 5 章 ”条 件 概率 与 条 件数 学 期 望 


例 4 设 5= (61… ;6,1,… ,Wm) 是 n+m 维 连续 型 实 随 机 变量 , 其 分 布 
密度 为 


p(T1,* ;Tn UV1 ,Ym), (Z1 ;Tn UV1 ,Ym) € Rtm™, 
则 了 7 了 = (0… ,mm) 是 (2,y) 到 (Rm™, 8B(") 的 可 测 映射 , 今 往 求 条 件 概率 
P((6 ,én) € Bn = V1 ,Nm = ym), B™ € B™ 


由 推论 1 及 其 后 面 的 注解 知 对 任 一 BY e B69, 记 &= (6&1,… ,én), 则 


P(t € BO Nm = yi ,Mn = Ym) = hy Ym) (7) 
其 中 满足 
ff ht sm)aPy = Pl e Bn e BI™), Bl BY, (8) 
B(™) 


由 于 < 是 连续 型 随机 变量 ,因而 7 也 是 连续 型 随机 变量 .由 分 布 密度 的 定义 及 
Fubini 定理 知 


P(t € BO,me BI™) 


i dy 
Bn x BI™ 


I CE dy1:*- dym, 
Bl™) Bn) 


BA™) 


于 是 由 (8) 及 Radon-Nikodym 定理 的 推论 知 , 对 任何 Bt”") e 多 ("m) 来 说 ， 


ff hs spa ,Ym)dyi .dym 
BI™) 


= ff foes me, dy1*** dym,.. 
(m) Cn) 


因此 再 由 Radon-Nikodym 定理 及 (7) 知 , 除去 Rem) 中 一 个 工 零 测 集 N 外 


P(t € BW |m = Yi ,Nm = ym)pn (V1, ,Ym) 
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= ff pe ns sm) de dom, (9) 
Bln) 


而 
prlyre sm) = 7 pla smn sn) de dom 
R(n) 
则 当 (2 , Ym) EN: pn(y1,* ,Ym) #0 时 有 
Pl(é € Bm = 人 1 ,Mm = ym) 


pe, ,Tn Yl ,Ym)dz1 dzn 


= 一 一 一， (10) 

/pe ,Tn Yl Ym)dr1: dm 

Rn) 
而 

P(N U {ylpn(y) = 0}) =0. 
事实 上 ， 
P(N U {ylpn(y) =0}) < P(N) + P({pn(y) = 0}) 
= 人 2n(y)dy 十 pn(y)dy = 0， 
N {pn (vy)=0} 

其 中 


y = (1, ,Ym), dy = dy1*…: dym. 


因此 在 集 Nu {y : pn(y) = 0} 上 PK € Bo = 人 hm = ym) 的 值 可 以 任意 
给 定 . 
特别 & 在 7 = (y1,:… ,ym) 下 的 条 件 分 布 函数 为 


F(T1,**: ,Tn = ,Nm = Ym) 
= P(t1 < zi ,én < In| = Ye ,Tm = Ym) 


T1 Tn 
/ …| 了 (三 dd 
= 二 本 二 一. (11) 


a p(t1, ,tn, Yi, ,Ym)adt1,. :dtn, 
而 上 在 ?9 = (yh,… ,ym) 下 的 条 件 分 布 密度 为 
DP(Z1 ;Tn Yl , Ym) 


D(Z1,… ,Zn ,Yrm) 地 55 55 ; 
/ 上/ 2D(t ,tn, Yl ,Ym)dt1,..* dtn 
一 co 一 oo 


. 280 ， 第 5 章 ”条 件 概率 与 条 件数 学 期 望 


其 中 (yi):… ,ym) < N° 且 , pr(yi,:* ,Ym) #0. 

由 于 psy,… ,ym) = 0 时 (9) 的 右 端 对 任何 Be 0 都 等 于 等 ,因而 
Pp(z1 ;Cry … Ym) = 0, 对 几乎 所 有 的 z e Rn) 都 成 立 ( 指 对 工 - 测 度 ). 若 当 
pn(Y1 ym) 二 0 时 令 p(z1,… ,Tn ym) 二 pe(T1,… ,Zn), 则 由 (12) 知 当 
(1;… ,ym) E Ne 时 , 对 几乎 所 有 的 z € RO"™， 


p(T1,** ;Tn|y1, ,Ym)pn(Y1,* ,Ym) 
= p(T1 ,Tn Yi Ym). 


(注意 : 实际 上 当 py(y1,… ,ym) = 0 时 , 可 以 令 p(z1,… ;za ,Ym) 为 任 一 分 
布 密度 .) 

例 5 设 5= (和 en) 是 上 +mm 维 连 续 型 随机 变量 , 其 分 布 密 
度 为 plz ,zw 人 ,09 是 (Rt?+m,GBlm+m)) 上 的 可 测 函数 且 Eg(C) 存在 ， 
今 求 条 件数 学 期 望 


(13) 


应 用 与 例 4 相同 的 方法 , 而 将 应 用 推论 1 的 相应 步骤 换 成 应 用 定理 1, 即 得 与 
(9) 相当 的 等 式 


E(g(ONMm = yi ,Tm = Ym)pn (Yi ,Ym) 


oo OO 
=|/ | g(T1 0 ,Tn Yl Ym)p(T1 ,Tn Yi Ym)dr1 dr 
一 oo 一 oo 


其 中 (9 , Ym) € (YU{ ,Ym) : Dr , Ym) =0)D°N 为 L 零 测 集 . 和 
例 4 一 样 可 证 


PNU{ gm : pry, ,Ym) = 0}) =0. 
由 (12) 知 当 (y1,* , Yn) EN 且 pr (yn, ,Ym) 0 时 ， 


oo oo 
3 | g(z1,.… ;Tn Yl ;Ym)p(T1, ,Tn|y1,* ,Ym)dr1 :dzn. (14) 


例 6 设 (é,) 为 二 维 离散 型 随机 变量 , 且 &,7 分 别 可 能 取 的 一 切 值 是 zx,9;， 
k=1,2,. ,j=1,2,.", P(E = Tn =Y) = pk kj = 1,2,.... 

令 2'= {yj,j =1,2,…], 7' 为 2' 的 一 切 子 集 作成 的 集 系 , 若 f=, PP 为 由 
7 在 wf' 上 导出 的 概率 , 则 由 推论 1 知 


P(é € Bln = y;) = h(y;), 


8 约定 国 芍 下 的 条 件 艇 学 前 更 
其 中 h(y;) 满足 


人 h(yj)dP’ = P(é € B,n e B’') = 》， pe; = 》 Pl EB,n=%),B ew 


加 大生 号 yijEB!’ 
yiEB' 


而 由 积分 定义 知 


fn (yj)dP, = > h(yj)P(n = y;),B Ew 


yiEB’ 


故 当 P(m = yj) 关 0 时 


~、_ Pl(é €B,n= yy) 
0 PG 
即 
Pl(€ € Bln = y;) = PE € Bn = i) p(n =Y) #0. 


P(n = Yj) 


而 当 P( = yj;) = 0 时 ,P(€ € BIn = y;) 任意 给 定 . 因此 上 在 7 之 下 的 条 件 分 布 函 
数 


F(zIn = y;) = P(E < zh = yy). (15) 
同样 应 用 定理 1 可 得 
E(tln =%) = > TiP(E = zpln = Y;). (16) 
于 


最 后 , 我 们 计算 若干 按 正 态 分 布 的 随机 变量 的 条 件数 学 期 望 及 条 件 分 布 的 公 
式 . 
例 7 设 (&1,…,&) 是 按 N(m,D)(D 为 正定 方 阵 ) 分 布 的 ” 维 随机 变量 . 今 
往 求 所在 总 =zo…… ,én = zn 下 的 条 件 分 布 密度 及 条 件数 学 期 望 的 公式 . 
由 第 6 章 86.2 知 (€2,… ,&%) 是 按 N( 训 ,万 ) 分 布 的 , 其 中 宙 = (ma ,mn),D 
为 DD 中 去 掉 第 一 行 及 第 一 列 作成 的 (n 一 1) 阶 正定 方 阵 . 于 是 由 (12) 知 条 件 分 布 
密度 


D 2 1 
pa 二 pe 


VarlDli 
其 中 名 = (z2,.… ,zn). 由 于 万 是 可 道 对 称 方 阵 , 故 由 分 块 矩阵 的 运算 知 : 若 令 方 
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阵 DD 的 第 i 行 第 7 列 元 素 为 dij, dS(diz,:… ,din), 则 
( 1 -dD-! | 1 0 | 
D| . 
0 I -万 -ld I 
1 -ap! du d 1 0 
~\o I d 万 一 万 -1d' I 


d11 一 dD-1d’ 0 
0 万 (18) 


令 

pd dD 

~ \o I 
则 

ca 1 0 

人 -De I 
于 是 

pA( (dn — dD-1qd)-! 0 )* 
0 D-! 

再 由 分 块 矩 阵 的 运算 得 


1 


—1 1 
(zt—-m)D (zr—m) = Lap-ig 本 


[zi 一 mi 一 (和 一 所 ) 万 -1d] 2 十 (全 一 训 ) 万 -1( 和 一 训 )/ 
易 知 |4| = 1, 故 由 (18) 知 |D| = (di 一 adDP-1d) 忆 |, 由 此 算得 皇 在 名 = za …… ,én = 
zn 之 下 的 条 件 分 布 密度 为 N(mi 上 + ( 却 一 部 ) 万 -1d ,dii 一 dD-1q') 的 分 布 密度 , 因而 
由 例 5 知 

BE(éilé2 = 72): ,én = Tn) = mt (so—m)D td. 


由 数理 统计 学 知 RW 中 的 超 平面 
Y1 一 ?11 一 (和 = hh)D-1d =0 


称 为 &1 对 (€2,… ,x) 的 回归 平面 (参看 [9]$23.2). 

给 定 函 数 (或 映射 ) 下 的 条 件数 学 期 望 与 条 件 概率 具有 82.2 所 述 的 性 质 , 只 是 
在 叙述 的 形式 上 需要 作 相 应 的 改变 . 例如 82.2 定理 1 中 的 工 应 叙述 为 : 若 aBé+bEn 
存在 , 则 E(a& + bnlf = w') = aB(é|f = w')+bE(nif =w'), Py-a-e. 其 他 性 质 我 们 就 
不 再 更 述 了 . 


3 给 定 函数 下 的 条 件数 学 其 记 .29 


习题 及 补充 


1. 试 证 ; mp. = {m,t eT} 是 概率 空间 (2, ez, P) 上 的 随机 函数 的 充分 必要 条 
件 是 对 每 一 te T,n: 是 (2, x,P) 上 的 随机 变量 . (其 中 7 是 任意 指标 集 .) 

2. g 是 (R7 ,多 7) 上 的 可 测 函 数 , 7 是 任意 无 穷 指 标 集 . 试 证 必 存 在 了 的 可 数 
子 集 工 , 使 得 对 一 切 B e 有 0)， 


{x7 : g(r) € B}e BT x I Ri, 


teT—T, 
即 函 数 g 只 依赖 于 可 数 个 坐标 
g(z7) = g(zT x ao), 对 一 切 z7 e R7， 
其 中 a7-7: 任意 取 定 . 

3. 设 mn, 是 (8, sy,P) 上 的 随机 函数 , 若 f 是 关于 o(n;) 可 测 的 函数 , 则 必 
存在 {mh,t e T} 的 可 数 子 集 {m4,t e Te}smr， 使 得 f 关于 o(mj) 可 测 , 因而 存在 
(RT-, 多 T-) 上 的 可 测 函 数 g, 使 得 

f (nz) 二 g(r ). 
4. 在 例 3 中 , 必 存 在 了 的 可 数 子 集 Te 使 
E(élnz) = g(r.) 一 gt Ma, )，a.e. 
其 中 9 是 (RT, BT ) 上 的 Borel 可 测 函数 . 
5. 设 (0 oh, 吕 ),i = 1,2 是 两 个 概率 空间 , 考虑 它们 的 乘积 空间 . 令 f(wi,w2) = 
wi; 则 了 是 由 (fx f22, 4 x 8) 到 (01, 4) 的 可 测 映射 . 试 证 对 任 一 B € 4 x 2%， 
E(xs|f = wi) = PB(B,,), Pi-ae. 
其 中 B。, 是 B 在 wi 处 的 截 集 . 
6. 设 €= (&1,… , 扣 ) 是 实 随机 向 量 , 对 任意 B € 外)， 
PCD ,én) € B) P((éi, éit1,*: ;Ens El , i-1) € B),i 二 a ;人 
且 对 任意 的 2,7 > 1,.…: ,nL rai 
P(ti=é&)=0 


定义 Us Ea , Tn) = i A , Yn) 二 (Ti, ZiH1) ;Tn; 了 1 , Ti—1), 此 处 Ti 二 
zn). 则 f(&1,… ,én) 在 给 定 函 数 了 (&1,… ,én) = y 之 下 的 条 件数 学 


min(z1,... ,7 


期 望 是 


fo(y1,… ,Yn) = [Go ,Yn) + f(y Yn Yi) + + Fyn Yi Yn)]. 
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7. 如 果 El&|?2 < oo, 我 们 称 
D(éIn)SBE(lé — EC In) 
为 & 在 给 定 随机 变量 7 之 下 的 条 件 方差 . 试 证 : 
Dé = ELD(é|Im)] + DIE(éIn) 


(提示 : i) 证明 Dé = E(E(|é 一 él?|m));ii) 证 明 EI 一 Et?|m] = EB[|é 一 B(&)|?|m] + 
|E(é|n) — EéP.) 
8. 设 £,7 的 联合 分 布 密度 为 


6x7y(2—7z—y)， 若 0 < zx,y <1， 
a) pe,n(T,Y) = 


0 其 他 情形 

1 

二 (22 本 Zz2)ey, 车 0 <Yy< 00， |z| < y， 
b , 2) 一 8 
Re 1 其 他 情形 


试 求 : 1) 在 给 定 m =y 之 下 的 条 件 分 布 密度 i)E(€|n = 2). 
9. 设 tr = {&,t e T},T 是 一 实数 集 , tr 是 实 随 机 函数 且 满 足 条 件 : 对 任何 
noi<to < <tnti ETk=1,..,n 实数 z 


PE < Tlé, ey , tn 1) 一 Pl(é, < TX|ét,_1), a.e. 
则 称 此 随机 函数 为 一 马 氏 过 程 . 试 证 对 任何 s<7<t 及 Be 外 有 
P(é: € Blés) = E(P(é: € BIé7)lés), ae. 


此 方程 称 为 Konmoropos-Chapman 方程 . 
10. 设 (&1,… ,én) 按 N(m, 了 D) 分 布 , 试 证 


El(&ilé2 = z2 ,n= 7n)= m+(s -mh)D dd, 


其 中 ;部 ,万 ,d 如 例 7 定义 . 户 如 5.2.3 末尾 所 定义 . 


85.4 ”转移 概率 与 转移 测度 


本 节 将 要 讨论 的 转移 概率 ( 它 是 转移 测度 的 特殊 情形 ), 是 研究 非 独立 随机 变量 
族 的 一 个 重要 工具 . 它 与 条 件 概率 有 着 密切 的 联系 . 同时 , 我 们 注意 到 第 4 章 所 确 
定 的 乘积 空间 上 的 测度 是 乘积 测度 , 它 是 乘积 空间 上 一 种 特殊 的 测度 . 而 一 个 转移 


A 


概率 序列 (或 有 限 个 转移 测度 ) 能 够 确定 乘积 空间 上 的 非 乘积 测度 (Tulcea 定理 )， 
这 就 推广 了 第 4 章 的 结果 . 它 在 概率 论 及 随机 过 程 论 中 有 许多 应 用 . 

定义 1 设 (Q,sh),i = 1,2 是 可 测 空间 , 一 个 映射 入 : Qi x 吗 一 [0,co], 如 
果 满 足下 述 条 件 , 则 称 为 (2, oh) 到 (f22，g62) 上 的 转移 测度 ,简称 为 Qi x ot 上 的 
转移 测度 

i) 对 每 个 固定 的 召 e 4, 和 (, B) 是 oh- 可 测 函 数 ; 

i 对 每 个 固定 的 wi e 1, 和 (wi,*) 是 4 上 的 测度 . 

如 果 存 在 Be 吗 ,n = 1,2,… 两 两 不 交 , f22 = 》 Bn, 使 对 一 切 wi € 021,n > 


1, 和 (wi, Bn) < co, 则 称 和 为 ~ 有限 转移 测度 . 
如 果 对 一 切 wi € 人 21,X(wi, 人 22) = 1, 则 称 入 为  x 2%0% 上 的 转移 概率 . 
例 1 设 j 是 (f2,24) 上 的 测度 , 令 
Mw1, B) 一 p(B),w1 EBE wo%, 


则 和 是 Qi x 8 上 的 转移 测度 . 因此 gp 上 的 测度 可 以 看 作 转 移 测 度 的 特殊 情形 . 
它 表 示 转 移 测度 与 wi 无 关 , 而 一 般 的 转移 测度 表示 在 4p 上 与 wy 有 某 种 相依 性 


的 测度 . 
例 2 设 
pil P12 Dik 
p21 D22 D2k 
Pkl Dk2 Dkk 


其 中 pi; > 0, 每 行 之 和 为 1, 即 》 05 =1,1=1,…,k. 设 人 2 = f2 = {1,2,… ,此 )}， 
A = 三 表示 {1,2,… ,上 的 一 切 子 集 作成 的 o- 代 数 ， 令 
Mi, B) = 》 pih 
jEB 

则 入 是 81 x m6 上 的 转移 概率 ( 称 PP 为 转移 概率 矩阵 ). 

注 ”转移 概率 可 以 如 下 解释 : 有 两 个 系统 , 它们 的 一 切 状态 分 别 用 和 和 2。 
来 描述 , 第 二 个 系统 的 统计 性 质 依赖 于 第 一 个 系统 的 状态 . 如 果 第 一 个 系统 处 在 状 
态 wi, 则 第 二 个 系统 的 状态 处 在 集 B 中 的 概率 用 转移 概率 和 (wi, B) 来 描述 . 例如 
考虑 9; 和 Ss 两 个 站 之 闻 的 信息 传输 问题 , 由 3 发 出 的 一 切 信息 组 成 21, 52 收 
到 的 一 切 信 息 组 成 2。, 由 于 噪声 干扰 , 一 个 信息 wi e 2, 从 51 发 出 , 在 5 接收 
到 的 信息 未 必 仍 是 wi. 我 们 用 A(w, B) 描述 从 S51 发 出 信息 w 而 在 52 收 到 信息 在 
集 B 中 的 概率 . 称 和 为 由 51 到 5 的 信息 通路 的 转移 概率 . 
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我 们 要 利用 转移 测度 建立 乘积 空间 上 的 测度 , 并 且 讨 论 关 于 这 个 测度 的 积分 ， 
所 用 的 方法 和 第 4 章 中 建立 乘积 测度 及 其 积分 的 方法 是 一 致 的 , 内 容 也 有 许多 类 
似 之 处 . 而 且 其 特殊 情形 包含 了 第 4 章 的 主要 结果 , 请 读者 注意 . 

我 们 先 证 明 

定理 1 设 f 是 (0 x 似 , 4 x 6) 上 的 非 负 可 测 函 数 , 入 是 91 x 吗 上 的 
o- 有 限 转移 测度 , 则 


fo wa Xeon ds) wi € 1, (1) 


是 (Q1, 中 ) 上 的 可 测 函 数 , 其 中 (wi, dua) 表示 对 测度 A(w1,) 的 积分 . 
证 用 . 儿 - 系 方法 证 明 本 定理 . ， 
由 入 是 c- 有 限 转移 测度 知 , 存在 Bu e 6,n = 1,2,… 两 两 不 交 ,0 = 》、 B,， 


n=1 


使 对 一 切 wi € 人 ,n> 1, Aw1, Bi,) < co. 欲 证 / 了 (wa) 和 A(-, dw2) e 吗 , 只 需 证 对 
122 
每 一 "|/ fs wa) A, da) € oh. 
Bn, 


NX = {f :0< fe ed x oh, 对 一 切 n> i f(s wa) Xs dg) € of), 
Bn, 


则 易 知 

i le.%; 

ii) 5 对 非 负 线性 组 合 封闭 , 且 若 f,g e 和 ,有 界 ,f > 9 则 了 一 ge %. 

说 ) 若 {fr}e 6,0< 所 1f, 则 fe%. 

iv) 设 名 = {hi1x hz :A1E ,hz € 20), 则 多 是 - 系 且 o(%%)= 4 x 8, 而 
6 包含 多 中 集 的 示 性 函数 . 

由 第 2 章 82.2 习题 10 知 知 负 含 一 切 非 负 :v4 x 6 可 测 函 数 . 定理 获 证 . 口 

推论 1 设 j 是 (2 x 80, x 26) 上 的 可 测 函数 ,入 是 21 x 吗 上 的 o- 有 
限 转移 测度 , 若 对 每 一 wl e 21,(1) 式 中 的 积分 存在 , 则 (1) 中 的 函数 是 (2, 44) 上 
的 可 测 函 数 . 

定义 2” 设 (25 m),i = 12 是 二 可 测 空间 ,》 是 Qi x 8 上 的 转移 测度 , 车 存在 
Q21 的 可 数 分 割 {4m%} C oh, 022 的 可 数 分 割 {Bn,} C 吗 , 使 得 对 一 切 m,n = 1 2 …: 
有 


sup MA(wi, Bn) < oo， 
w1EAm 


则 称 和 为 一 致 ~ 有限 转 移 测度 . 


k 
定理 2 设 (0.,24),i = 1,2,…,n 是 个 可 测 空 间 , 29%) = ][ 82,% = 


Sl 
k 
Tk=1…,n 著 入 是 4 上 的 o 有 限 测度 A 是 94-D x ots 上 的 o- 有 限 
转移 测度 ,6 = 2 .… 六 则 


XC )(B) Pe 人 | ,Wn) Mn (Wy ni dn) AM(dw1), BE of 

是 ym 上 的 测度 . 若 A2,… ,Xn 是 一 致 oz- 有 限 的 , 则 A) o- 有 限 . 

证 ”由 于 wz = wk-D x oh,k = 2,…,n,xB 是 ym 可 测 的 , 反复 应 用 定 
理 1 知 和 (B) 有 意义 , 因而 是 ym 上 的 非 负 集 函数 . 

再 由 (2) 式 左 端 最 里 层 积分 开始 , 依次 对 每 一 重 积 分 应 用 单调 收敛 定理 , 即 知 
A("m) 是 o- 可 加 的 . 

对 于 Xm 的 oc- 有 限 性 , 我 们 只 证 mn = 2 的 情形 , 一 般 情形 留 作 习题 . 

由 于 和 Xi 是 oc- 有 限 的 , 故 存在 21 的 可 数 分 割 {hn} C 4h, 使 和 (4n) < co, 再 
由 和 2 是 一 臻 有限 的 转移 测度 , 因而 存在 Ca 的 可 数 分 割 {Bm} C 4 及 12 的 可 
数 分 割 {Ck} C 26, 使 uP 和 2(wi, Ck) < co, 则 


(AnN Bn) xX Ck € A Xx gl, n,m, k= 1,2,..: 
是 8 x f2 的 可 数 分 割 , 且 对 每 一 n,m, 


ff xara rem) halo daa) (deo) = Xasnan or alo Coa) 
1 2 1 


< sup Ml(wi,Ck): MN(An) < oo， 
wiEBm 

因而 X2(4。mn Bm x Ck) < oo, 即 X2) 是 4 x 吃 上 的 o- 有 限 测度 口 

显然 , 定理 2 是 乘积 测度 存在 定理 的 推广 , 且 若 Xi 是 概率 ,M2,… , 和 n 是 转移 
概率 , 则 由 (2) 定义 的 "是 (2 中, ym) 上 的 概率 . 

下 一 定理 的 作用 类 似 于 重 积 分 化 累 次 积分 . 

定理 3 设 Xm) 是 由 定理 2 所 确定 的 Ym) 上 的 测度 , f 是 (2 ,sz() 上 的 
可 测 函数 , 则 f 关于 X 积分 存在 的 充分 必要 条 件 是 


/ …| f+(wi1,..: ,Wn)An (Wl ,Wn—1; don) Ai(dwl) 
421 Qn 
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有 一 有 限 . 且 当 积分 存在 时 


jw ,Wn dA(™) 
Qn) 


三 ) se Fo Wn) Mn (wl wn eon) + A (dw1) (3) 


证 当 了 =xs,B Ey") 时 (3) 即 (2)， 由 积分 线性 性 知 f 是 非 负 简单 函数 
时 (3) 成 立 , 再 由 单调 收敛 定理 知 (3) 对 非 负 .xy("- 可 测 函数 成 立 ， 当 f 为 实 可 测 


函数 时 ,f = f+ - 广 , 由 于 f 关于 Xm) 积分 存在 的 充分 必要 条 件 是 上 faX™ 


有 一 有 限 . 因而 为 证 (3) 对 实 可 测 函 数 f 成 立 , 只 需 证 下 列 命 题 : 对 一 切 自 然 数 
n, 车 f, 甩 ,局 是 (0m, ym) 上 的 可 测 函 数 且 f = 所 一 fo, 和 -ae., 所 之 0,1 = 


1,2, / fidM" 有 一 有 限 , 则 (3) 成 立 | 为 确定 起 见 , 设 上 户 Cn) < 中 
Nn n 
显然 n = 1 时 上 述 命 题 成 立 . 设 上 述 命题 对 n 一 1 成 立 , 令 
{ (wi, ,Wn_1) =/ Ji ,nM Wy ,nl dn), i = 1,2. 
由 于 (3) 对 非 负 可 测 函 数 成 立 , 故 有 
RdAw-D = [ jd < eco. (4) 
(nm 一 1) mn) 
因此 及 ,和 "DD-a.e. 有 限 , 于 是 由 积分 的 线性 性 
大 1) ”wm 一 1) -人 ji， ) wn) n(W1,* “ ,Wn-1, dwn) 
》Xm-D-a.e. 有 意义 且 由 本 节 习 题 2 可 证 
f= 有- fs, MV-ae. (5) 
于 是 由 (5) 及 归纳 假设 有 
EC A A TC 
由 (4), (5), 积分 的 线性 性 及 (3) 对 非 负 函 数 成 立 
17》(m 一 LI) 一 /yn 一 1L) 7 7 了 (7 一 1) 
hs 1 | fe 人 fsa\ 


/ fi( CT ) 和 An(wi…， , Wn—1; don) Ai(dwl) 
01 


A 


-上 fs sm) nl nn den) dn) 


fidX®™) / 户 CACn) 
Qln) 


12(n) 
汪 faX\™). (7) 
(nm) 
最 后 由 (6),(7) 及 7 的 定义 即 知 (3) 成 立 . 定理 获 证 . 口 


定理 4 车 (人 24),i = 1,2 为 二 可 测 空间 ,Xi 是 吧 上 的 oc- 有 限 测度 , 和 2 是 
人 x gfy 上 的 -有 限 转移 测度 , G3) 为 由 Xit, Xa 按 定理 2 决定 的 测度 , f 是 (082, 24) 


上 的 可 测 函 数 且 上 _ Ja 存在 (将 了 看 作 0 x 02 上 的 函数 ) 若 令 


过 二 wi, A ta) A eh, (8) 


91 


则 元 是 ok 上 的 测度 且 
[ Faas den de) = 人 fo) | [ | so doa do)|. (9) 


证 ”由 单调 收敛 定理 及 转移 测度 的 定义 易 证 六 是 吧 上 的 测度 . 
车 f(wz) =X,(w2), 4 € og, 则 (9) 式 左右 两 端 皆 等 于 (4), 故 (9) 式 对 of- 可 
测 的 示 性 函数 成 立 , 由 积分 可 加 性 及 单调 收敛 定理 易 证 (9) 式 当 f 是 非 负 可 测 时 
也 成 立 . 
车 f 是 6 实 可 测 函 数 , f 二 f+ 一 f-, 由 / jdAG) 存在 知 | f+(wa)dX® 
02(2) 12(2) 


有 一 有 限 , 不 妨 设 | fdX 有 限 . 由 定理 3 及 (9) 对 非 负 可 测 函 煞 成 立 知 


0 f (w2)adn 一 人 f°- (wz) ww A2 (WwW1) con 
一 f (wo) Nw1, dw2)A(dwi) = [ f-dX\? < co， 
1 J 2 Q0) 


因而 (9) 式 两 端的 积分 皆 存 在 . 再 由 定理 3、 积 分 的 线性 性 及 (9) 式 对 非 负 可 测 函 
数 成 立 得 


fwa)Xa(wi dw2) M1 (diw1) 
(1 02o 


一 f+taX2 一 六 dcAO) 
DO) 


(02) 


. 290 . 第 5 章 条 件 概率 与 条 件数 学 期 望 


人 A -|/ Pa 0 OT RS 
(22 Q1 J Na 


-人 f+ (w2)dp 一 人 f (wa)dp = 人 fdp 
-人 rn Neots lan) | 


对 于 f 是 实 函数 的 情形 (9) 式 获 证 . 对 f 是 复 函 数 的 情形 按照 通常 的 方法 同样 可 
证 (9) 式 成 立 . 口 
现在 证 明 著名 的 Tulcea 定理 , 它 是 无 穷 乘 积 概率 定理 的 推广 , 其 证 明 方法 也 几 

乎 与 无 穷 乘 积 概率 定理 的 证 明 相 同 . 
定理 5(Tulcea 定理 ) ” 设 (Pu oj,mn = 1 2 … 是 可 测 空间 , 2(" = II (0%, 

k=1 


2 (™) = I ,2 一 II {2k, 2 (°°) bt I %:Pa(w1, , Wn-1; An), (Ww1,. ) wm 一 1， 


4) € 9- x ph 是 We-D x op, 上 的 转移 概率 , n -2 3 ,P(A4),Ae th 是 
zh 上 的 概率 , 则 在 cf(o) 上 有 唯一 的 概率 P(e) 存在 , 使 得 


PE)(C(B™)) = PB™), (10) 
其 中 C(B(™) 表示 wy(%) 中 以 B 为 底 的 柱 集 , BW e ym 而 
PW (BM) = 人 二 pa (wi Wn) Pa(w1y ,Wn1) dn) Pi(dw1), (11) 


证 ”首先 我 们 注意 由 一 切 C(LBm), B e oz,n 为 任意 正 整 数 , 做 成 的 类 为 
一 集 代数 , 记 此 类 为 9, 则 zy(%) = o(9). 因此 和 欲 证 P(%) 的 存在 性 及 唯一 性 , 只 需 
证 明 

D (10) 在 2 上 定义 了 一 个 有 限 可 加 集 函 数 Pteo); 

ID) P(%) 在 9 上 在 Cg 处 连续 . 

因为 车 DID 获 证 , 则 P(%) 是 9 上 的 一 个 o- 可 加 集 函 数 , 且 由 (10) 知 显然 有 
Pl%) 非 负 及 P(X)(8(%)) = 1, 因此 P(%) 是 9 上 的 概率 . 于 是 由 测度 扩张 定理 知 
P(%) 在 wktee) 上 是 唯一 满足 (10) 的 概率 . 

现在 我 们 来 证 明 I 和 工 . 

i) 首先 证 明 (10) 不 因 C(LB@)) 的 表示 法 不 同 而 不 同 . 设 C(Btm) = C(BW™)， 
且 mm <n, 则 必 有 

BY = 万 tm) x fm+1 XX fo, 


于 是 由 
人 X Bm) x om ix. x (wl， , Wk) Pr (wi1, 人 , Wk—1dk) 


5 RTT e < 8 < 8 
及 (11) 知 
PW (BI™) 3 Pm (B(™) x Qnty1 xX: x fn) 
=P(*-D (BO™) x nt1 XX fl1) = = PI™ (BI™). 


因此 (10) 在 9 上 定义 了 集 函 数 P(%). 容易 证 明 P00) 在 9 上 是 有 限 可 加 的 . 因 
为 车 4, Be 9,ANnB= 8%, 则 4= BI™ x nl Qk, B= B") x nl 02k, 且 不 妨 


大 一 ?mn 十 1 天 一 四 十 1 
设 m<n, 令 Am = Bm) xD xx 于 是 4mB = 区 


Pl)(A+B)= P(O(4) 十 BW™) = POA) 十 PW (B®) 
=P(m(B(m) + PO (BY) = P(A) + PI)(B). 
因此 I 获 证 . 
ii) 现在 往 证 IL, 先 作 两 点 注释 . 
第 一 , 反复 应 用 定理 1 知 
上 上 XB Wi onp)Ph(oi won don) 有 Hi(wl wkbyQwk+i) 

RE (12) 
是 wf 可 测 函 数 ; 

第 二 , 用 定理 2 完全 同样 的 证 明 方法 可 以 证 明 对 任何 给 定 的 (wi,:… ,wk) < 
2(k),(12) 定义 了 Bo(wr wp) ( 即 Bom) 在 (wi,… ,wk) 处 的 截 集 ) 的 类 上 的 概 
率 , 即 定义 了 ho41 x… x x4, 上 的 一 个 概率 . 因此 对 任意 给 定 的 大 及 (wi1,… ,wk) € 
2 来 说 , 等 式 

QH CB (on ,wk)) 
/ XB (w1 ,Wn) Pn(wW1,* ni don) 有 Ho 1 Wk, 
82k+1 Qn, 
= dwk+41), 若 k < m (13) 


XB .x Qk (V1 wk), 若 kk 之 n. 
定义 了 nl 好 中 可 测 柱 集 类 上 的 一 个 有 限 可 加 概率 , 且 @((C(B()(wi,… ,wi)) 
了 一 天 十 1 


是 一 of 的 -可 测 函 数 . 
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要 想 证 明 I1, 只 需 证 明 : 若 A; e 9, 4j 上 且 存在 es > 0 使 P(%)(hj) > e(j = 
1,2,.…), 则 站 A; 天 人 
j=1 


首先 令 
BY = @ :wi € ,QV (Aj(w1)) > 让 


则 由 上 述 注释 知 8 中 (4hj(wn)) 是 吗 - 可 测 函 数 , 因而 B19 € ch, 故 由 (10)，(11)， 
(13) 知 


se < P(A) = | OV) Rd) 
= | QV Ay) Pi (dn) + / QV Aj(w) Pi (dn) 
B! [ 
< PBN + Pl) = RB) + 
了 一 1,2, i) 
因而 P(B) 之 这 一 1 2 ， 
再 由 人 (on) 1 知 BY 上 故 由 只 是 吧 上 的 概率 知 门 B9) 关 wx, 即 有 一 
WI1 € BO),j = 1,2,.…: 亦 即 存在 W1 EE {21 使 
QV MAB)) > 5 了 =12 Mj) 1. (14) 
由 (14) 并 注意 到 (4j(@1))(w2) = 4;(%1,w2)， 
QW) = 人 AW As(on wn) Plo ds) 
重复 上 述 论 证 即 得 有 一 ws e 人 2 存在 , 使 


E 
22， 


应 用 归纳 法 可 证 有 (1,w2,…) e 2(%) 存在 , 使 得 对 任何 正 整 数 N 来 说 


QI (Ajy(D1, 2)) > j= 1,2,.… ,Aj(w1,w2) 1. 
& i 
QM Al DN) > 5H j=1,2,.. 


设 4; = C(BO0)),j = 1,2,… , 故 由 上 式 知 (4)… ,Nj) € BN),j = 1,2,.…， 
而 对 每 一 j 来 说 (D1,0w2,…) e hy, 即 让 六 2. 定理 获 证 . O. 
j= 


0 


习题 及 补充 
1. 设 f(z,y) 是 [0,1] x [0,1] 上 的 非 负 连 续 函 数 , 则 对 任意 Borel 集 B cc 0, 了 1]， 
令 
Xo, B) = 人 jg 


其 中 dy 表示 对 Lebesgue 测度 的 积分 . 则 和 是 [0,1] x ([0, ln 多 ) 上 的 转移 测度 . 
2. 设 (人 2;, 90),i = 1,2 是 可 测 空间 , Ai 是 44 上 的 o- 有 限 测度 , M2 是 0 x 2 
上 的 oc- 有 限 转移 测度 ， 


v(B) 三 [ 上 Xe (wl,w2)X2(w1， dw2)A1(dwi1), B EA xX Lp， 
1 22 


f 是 妇 x. 吧 可 测 函 数 , 则 f = 0,v-a.e. 的 充分 必要 条 件 是 存在 一 个 Xi 零 测 集 N， 
使 得 对 一 切 wi e Ne, 
f(w1,:) = 0, M2(w1,*)-a.e. 
3. 设 (人 2;, 中) 是 可 测 空间 ,i = 1,2,3. 和 是 022 x m4 上 的 oc- 有 限 转 移 测度 , f 是 
2 x 84 可 测 函 数 , 若 积分 


ooeo) 人 f wi, wa) Nw2, dv3), (W1,W2) € 1 x 人 
3 


对 一 切 wi,w2 存在 , 则 9 是 4 x 4 可 测 的 . 
4. 设 (12;, 44),i = 1,2,3,4 是 可 测 空间 , Xi 和 Xz 分 别 是 fi x 6, Do x 66 上 
的 转移 概率 , 则 


Ne Nal B)S Na(Coa Bi (eon dug), (on, B) GE (人 X 0 


是 81 x m6 上 的 转移 概率 . 如 果 As 是 Ba x oh 上 的 转移 概率 , 则 (le Xz) o 和 3 = 
A1° (M2 o X3). 

5. 设 8 = {1,… ,n}, 74 是 82 的 一 切 子 集 作成 的 类 , 令 Xi 和 》Xa 都 是 Q x 必 
上 的 转移 概率 , 它们 分 别 由 转移 概率 矩阵 记 , P 所 决定 . 则 与 Xie Xo 相应 的 转移 
概率 矩阵 是 PP : 已 (参看 例 2). 

6. 设 (2, wz) 为 可 测 空间 ,8 为 x 的 子 o- 代 数 , 称 r(z, 4) 为 一 概率 核 , 若 对 
每 一 A e sz 为 多 可 测 函 数 , 对 每 一 ze 1 是 yf 上 的 概率 . 设 v 是 mf 上 任 一 概 
率 , 试 证 

PE / nA 


为 (2, ez) 上 的 概率 测度 . 它 可 以 看 作 由 多 上 的 概率 到 wy 上 的 扩张 , 也 可 以 看 作 
一 种 预报 . 
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7. 车 4 是 (12,9) 上 的 概率 , 多 是 x 的 子 rc 代数 ,r(z,F(zEJEec2xw 是 
关于 多 可 测 的 概率 核 ( 即 (2, 名) 到 (8, xy) 上 的 转移 概率 .), 试 证 对 FF € 必 ， 


B(xelG) = 7(., F)prae. (15) 


与 
uFNG) = 六 nr, Pauldz),GE 多 (16) 


等 价 . 
8. 证 明定 理 2 中 Xm) 的 oc- 有 限 性 . 


85.5 正则 条 件 概 率 、 条 件 分 布 及 KorvoropoB 和 谐 定理 


我 们 注意 到 85.2 所 定义 的 条 件 概率 与 条 件数 学 期 望 具 有 与 概率 、 数 学 期 望 非 
常 类 似 的 性 质 . 即 
1° 函数 P(AI8) 具有 性 质 


P(O| 多 ) = 1,a.e., P(AIG) > 0,a.e. 
P(AnlG) = TF P(AnlY), a.e. 


其 中 Ak,k = 1,2,.… 两 两 不 交 . 
2° 函数 EB(é|%)a.e. 具有 & 关于 P(E|%) 的 积分 的 性 质 , 即 


z 代 xulg] = > arP(ArlG),ae. 0 < én1é E(én|Y)1 BE(ElY),ae. 
k=1 = 

但 是 并 不 能 由 1°,2° 直接 得 出 E(t&|8) 是 上 关于 P(4IG),4e wy, 的 积分 . 因 
为 EB(&|%) 及 P(4|%) 都 是 w 的 函数 , 所 以 谈 到 E(E|%) 是 上 关于 P(A4|%),Ae wy， 
的 积分 的 含意 应 该 是 指 对 每 一 we 2, 或 至 少 存在 一 个 与 4 无 关 的 零 概率 集 N， 
使 得 对 每 一 we Ne E(&|%)(w) 是 & 关于 P(IG)(w) 的 积分 . 这 就 首先 要 求 对 每 个 
we N°,P(A|®)(w), A € zf 是 vf 上 的 概率 . 但 是 由 85.2 定理 1 后 面 的 注释 知 1° 
中 诸 性 质 中 的 例外 集 一 般 来 说 是 与 给 定 的 集 4, Ak,k = 1,2,… 有 关 的 . 而 zf 中 
元 未 必 只 有 可 数 多 个 , 因此 未 必 存 在 共同 的 例外 零 概率 集 . 

为 了 解决 上 述 问 题 , 我 们 将 在 下 面 引进 正则 条 件 概率 及 条 件 分 布 的 概念 . 并 进 
一 步 证 明 当 P(4|I 多 )(w) 是 正则 条 件 概率 时 , EB(#|%)(w) 是 & 关于 P(-| 多 )(w) 的 数学 
期 望 . 最 后 还 证 明 在 一 定 意义 下 正则 条 件 概率 及 条 件 分 布 是 永远 存在 的 . 在 证 明 后 
一 问题 的 过 程 中 , 还 将 证 明 在 随机 过 程 论 中 具有 基础 意义 的 Komoropos 和 谐 定理 . 
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5.5.1 ”正则 条 件 概率 、 条 件 分 布 及 混合 条 件 分 布 的 定义 及 性 质 

一 、 正 则 条 件 概率 : 设 (12, wx, P) 是 概率 空间 ,% 是 ox 的 子 0- 代数 . 

定义 1 设 PY(w, 有 A) 是 定义 在 0 x wt 上 的 函数 , 满足 

iD 对 每 一 A € 必 , PY(., A) 是 -可 测 函 数 , 对 每 一 we 8,P?(w,.) 是 以 上 的 
概率 ; 

ii) 对 每 一 4 € x, P*(., 4) 是 4 在 多 之 下 (关于 PP) 的 条 件 概率 , 即 对 一 切 
Be®w 

/ PY(w, A)dP = P(ANB). 
B 


则 称 PY(w, 4), (w, 4) e 2 x oy 为 在 多 之 下 (关于 PP) 的 正则 条 件 概率 . 
注意 : 对 可 测 空间 (2, 多 ) 和 (1, oz), 正则 条 件 概率 是 2 x gf 上 的 转移 概率 . 
当 PpP%(w, 4) 是 正则 条 件 概率 时 , 引言 中 所 提出 的 问题 回答 是 肯定 的 . 即 
定理 1 若 P%(w,4) 是 在 多 之 下 关于 了 的 正则 条 件 概率 , 且 & 是 使 Et 存 
在 的 随机 变量 , 则 ? 


BElG)(w) = | E(o)Pe(od)，ws Ne (1) 
其 中 P(N) = 0,N € %,N 与 € 有 关 , 而 / E(w')P*(w, dw') 表示 给 定 w 时 & 对 概 
12 


率 P%(w,.) 的 积分 . 
证 首先 ,者 €=xs,4Ae sy, 则 


BElG) = E(xalG) = P(AIG) = P*(., A),a.e. 
故 存在 WeS8B, P(N) =0, 当 we N° 时 
BIG = P* (oA) = f xa yp (oa) 
= | sp (ea) 


即 (1) 对 《为 x 中 集 的 示 性 函数 时 成 立 . 

其 次 , 由 条 件 期 望 的 线性 性 质 及 积分 的 线性 性 质 知 当 & 是 非 负 简 单 随机 变量 
时 (1) 式 成 立 . 再 由 条 件 期 望 的 单调 收敛 性 及 积分 的 单调 收敛 定理 知 当 《 是 非 负 
随机 变量 时 (1) 式 成 立 . 

再 次 若 上 是 BEé 存在 的 实 随机 变量 上 = £1+ -7,B&” < oo, 则 
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Bt+|lGg)(w) = 上 €+ (PY (w, dw),w e NY, 
E(€-I%)(w) = 上 E(w ) PY (w, dw) < o0,w € NS, 
BIGJ() = EGG)(o) - ECE-IG)(w),w NS. 


于 是 
E(ElG)(w) = 上 E(w) PY (wd ),w € (Ni U Na U Naje， 


其 中 Nie 名 P(N;) =0,i=1,2,3. 令 N= NiUN2UNs. 则 P(N)=0,N EE%. 
而 当 & 是 实 随机 变量 时 (1) 成 立 . 

最 后 当 上 为 复 随 机 变量 且 Et 存在 时 , 分 实 虚 部 仍 可 证 (1) 式 成 立 . 口 

注 ”此 定理 去 掉 上 有 限 的 要 求 仍然 成 立 . 

由 5.2.3 的 定理 7 立 得 

定理 2 设 多 C 多 cm Puw4P2 (w,A),(w,4)E 0 xy 分别 是 在 多 和 
YZ' 之 下 关于 P 的 正则 条 件 概率 . 设 上 是 x 可 测 的 , 6 是 多 ' 可 测 的 . 若 BE8 及 
EE 存在 (车 68 皆 为 复 可 测 函 数 时 要 求 £6',& 可 积 ), 则 存在 Ne 多 ,P(N) = 0, 对 
任 一 we Ne 


/ é/(w)E(w PE (w, dw') 二 WE Ew") PY (w, du 人 (2) 
12 12 


证 ”由 5.2.3 定理 7、 定理 8 及 本 节 定 理 1 知 (2) 式 左 端 ae. 等 于 


E(EENG)() = E(BE(EE NG )N GE):) 
= E(é E(éG)E)(). 


而 由 定理 (1) 及 其 后 的 注 知 此 式 右 端 a.e. 等 于 (2) 式 右 端 , 故 定理 2 获 证 . 

二 、 条件 分 布 . 设 Er = {&,t eT} 是 (0, xy,P) 上 的 随机 函数 , 为 要 研究 br 中 
某 些 随机 变量 的 性 质 (例如 它们 的 函数 的 条 件数 学 期 望 ) 显然 并 不 需要 考虑 整个 
o- 代 数 oy, 只 需要 考虑 好 所 生成 的 子 o- 代 数 (好 ) 即 可 (参看 85.3). 即 要 研究 随 
机 函数 如 , 只 需要 研究 概率 场 (2,o(tr), P); 要 研究 与 tr 有 关 的 集 的 条 件 概率 , 只 
需要 研究 P(A|w), 4 e o(ér). 因此 引出 下 列 条 件 分 布 的 概念 . 

定义 2 设 (9, .xy,P) 是 概率 空间 ,6r = {&i,t e T} 是 其 上 的 随机 函数 , 是 
好 的 子 o- 代 数 ， 如 果 函 数 P*(w, 4), (w, 4) e 2 x c( 红 ) 满足 以 下 两 条 件 , 则 称 
PY*(w, A), (w, A) €E 1 x ol(é7) 为 fr 在 多 之 下 (关于 P) 的 条 件 分 布 .(% 与 已 明确 
时 , 简称 为 &r 的 条 件 分 布 .) 
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i) 对 一 切 4 e o(&7), P*(., 4) 是 -可 测 函 数 , 对 一 切 we 2, PY(w,-) 是 xf) 
上 的 概率 ; 

i) 对 一 切 4 e ol(&r),P*(,4) 是 4 在 多 之 下 关于 PP 的 条 件 概 率 . 

注意 , 定义 2 中 的 多 未 必 是 cf 好 ) 的 子 o- 代 数 . 如 果 儿 col(ér), 则 条 件 分 布 
就 是 (2,o(ér), P) 上 在 多 之 下 的 正则 条 件 概率 . 

容易 看 到 , 如 果 上 58 是 oc(ér)- 可 测 的 , 则 将 定理 1,2 中 正则 条 件 概率 P* (ww, 4) 
换 作 tz 的 条 件 分 布 时 定理 1,2 仍 成 立 . 

除了 条 件 分 布 的 概念 而 外 , 我 们 还 可 以 比照 分 布 律 的 概念 引进 混合 条 件 分 布 的 

三 、 混 合 条 件 分 布 

定义 3 ” 设 (9, 以 ,了 P) 是 概率 空间 , tr = {&i,t Ee T} 是 了 上 的 随机 函数 ,G 是 
2 的 子 o- 代 数 , P&S (w, B),(w,B) e 8 x 8B7( 当 7 是 复 随机 函数 时 以 B87 代 多 7) 
满足 

i) 对 一 切 已 B87, P&(-, B) 是 -可 测 函 数 , 对 一 切 we 8, P&E (w,-) 是 B87 上 
的 概率 ; 

i 对 任 一 Be V8, 存在 一 N e %, P(N) =0, 使 


PY (w, B) = P({ér € B}Y)(w),w € Ne。， 


其 中 P({é&r e B}|%) 是 {tr e B} 在 多 之 下 的 条 件 概率 , 则 称 P&, (w, B), (w, B) e 
fx 2 为 好 在 多 之 下 (关于 PP) 的 混合 条 件 分 布 .( 与 已 明确 时 , 简称 为 er 的 
混合 条 件 分 布 .) 

如 果 工 是 有 限 集 , 即 好 = {&,… , 扣 } 他 是 实 的 , PE (w,B) 是 好 在 多 之 下 
关于 P 的 混合 条 件 分 布 , 令 


FE. (w, 7) = PE. (w, (—00, 7)),£ = (zl ,Zn) € RO™. 


则 称 此 函数 为 好 在 多 之 下 (关于 P) 的 条 件 分 布 函数 ， 

为 了 避免 繁琐 的 叙述 在 本 节 的 余下 部 分 均 假 设 好 为 实 随机 函数 . 

tr 的 条 件 分 布 及 混合 条 件 分 布 的 重要 性 在 于 : 当 被 积 函数 仅 依赖 于 好 时, 它 
具有 与 正则 条 件 概率 相同 的 积分 性 质 . 即 

定理 3 设 g(zxr) 是 如 的 值 空间 RT7 上 的 Borel 函数 且 Eg(ér) 存在 , 若 红 
在 多 之 下 的 条 件 分 布 (混合 条 件 分 布 ) 存在 , 则 


E(g(trjlG)(w) = 小 g(Er(o))Pe(w du 


(= firemen) em (3) 
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其 中 N € %, P(N) =0. 

证 ”由 条 件 分 布 (混合 条 件 分 布 ) 的 定义 知 (3) 对 g = xs,B € 多 7 是 成 立 的 . 
然后 和 通常 一 样 的 方法 可 证 (3) 对 9 是 Borel 简单 函数 、 非 负 可 测 函 数 及 满足 定理 
条 件 的 一 般 Borel 函数 都 成 立 . 口 

以 下 几 小 节 . 我 们 将 要 讨论 条 件 分 布 及 混合 条 件 分 布 的 存在 问题 . 我 们 将 要 证 
明 当 了 是 可 数 集 时 tz 的 混合 条 件 分 布 总 是 存在 的 . 在 一 般 情况 下 , 这 也 就 够 用 了 ， 
因为 关于 o(ér) 可 测 的 任 一 函数 f, 总 存在 tr 的 可 数 子 族 如. = {&4 ,p>1tweT.), 使 
得 f 关于 o(éz,) 可 测 . 当 涉 及 到 讨论 f 的 条 件 期 望 时 , 只 要 好. 在 多 之 下 的 条 件 
分 布 或 混合 条 件 分 布 存 在 就 可 以 了 . 

为 了 搞 清楚 好 在 多 之 下 条 件 分 布 与 混合 条 件 分 布 的 存在 性 之 间 的 关系 , 我 
们 来 证 明 

定理 4 若 tz 在 多 之 下 的 条 件 分 布 存 在 , 则 tr 有 一 在 乡 之 下 的 混合 条 件 
分 布 . 反之 , 若 tr 的 值 域 是 一 Borel 集 , 且 好 在 多 之 下 的 混合 条 件 分 布 存在 , 则 
tr 有 一 在 多 之 下 的 条 件 分 布 . 

注 ”所谓 tr 的 值 域 即 B(ér) 人 {zz : {tr(w) = zr} 2}. 

证 车 tr 在 多 之 下 的 条 件 分 布 P?(w, 有 A),(w,4)€ 1 xo(tr) 存在 , 则 令 


PE (w, B) = PY(w, {ér € B}),(w,B)E 0 x BT. 


显然 PE (w, B) 是 tr 在 多 之 下 的 混合 条 件 分 布 . 反之 , 因为 可 能 存在 两 个 不 同 的 
Bk € BT,k=1,2, 使 4= {rT € Bk},k=1,2, 于 是 P*(w,A4) 就 不 能 由 PE (w, Bk) 
唯一 确定 . 但 若 B(tz) 是 Borel 集 ( 即 Bl&r)e B87) 且 P&E(w,B) 是 红 在 多 之 下 
的 混合 条 件 分 布 , 则 由 混合 条 件 分 布 的 定义 知 
Pe (w, [B(é7)]') = Pl(ér € [B(é7)]°|Y) 
= PIG) = PE (w,2)=0,w€N,, 

其 中 N e %, P(N) =0. 

对 于 任意 的 A e c( 弛 ) 来 说 , 若 有 Bi, Ba e BT 使 A4= {tr € Be},k==1,2, 则 
BiNn Bs C [Br Ba N Bf C [B(é7)]°, 因而 由 (3) 及 PE (w, B) 是 7 上 的 概率 
知 


0 < PE (w, BiN BS) < PE (w,[B(ET)]) = 0,w EN.. 
同 理 有 P% (w, Bz Bf) = 0,w es N°. 因此 


PE (w, Bi1) = PE (w, B2) = PE (w, BiN B2),w EN.. 
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对 每 一 4e o(é7), 选 定 Be BT 使 4 = {tr € B), 而 用 等 式 


PY(w,B), we Ne， 
Pe(w 有 =《 “ 
PS (wo, B), wEN 


(其 中 wo 是 Ne 中 任意 选 定 的 元 素 ) 定义 的 P*(w, 4) 对 每 一 we 0 及 Ae ol(t7) 
是 唯一 确定 的 , 且 对 每 一 4 e cf 好) 是 多 可 测 函 数 , 对 每 一 we 0, PY*(w,-.) 是 
of 好) 上 的 概率 . 事实 上 , 非 负 正规 显然 , 只 需 证 o- 可 加 性 . 若 4 = {tr € Bn},n= 
1,2,... 两 两 不 交 ， 则 4n 二 {ér € Bn, N B(ér)}, 令 Bn, = B, N B(éT), 则 Bn,n = 
PY(w, 5 An)= PY(w, {ér € 5 B}) 
= PE (w, 5 B)= 5 PE (w, B) 
= > PY(w, An), 
( 当 we N 时 PE (w, 52B') 及 PE (w, B') 中 的 w 以 wo 代替 ) 故 P*(w,.) 是 ol(é&7) 
上 的 概率 . 
再 由 PE(.,B) 与 4= {tr eB} 在 多 之 下 的 条 件 概 率 几 乎 相等 , 因而 由 (4) 中 
第 一 式 知 P*(w, 4) 对 每 一 4e ol(é7) 来 说 是 4 在 多 之 下 的 条 件 概 率 . 故 P (ww, 4) 
是 tr 在 名 之 下 的 条 件 分 布 . 口 
当 tz 是 复 随机 函数 时 , 只 需 以 BT 代替 多 T, 定理 仍然 成 立 . 


5.5.2 ”混合 条 件 分 布 的 存在 及 正则 化 定理 (有 限 维 情形 ) 


定理 5 设 上 = (后 …, 包 ) 是 (0,%Y,P) 上 的 ” 维 实 随机 变量 , 多 为 x 的 
任 一 子 o- 代 数 , 则 上 在 多 之 下 (关于 P) 的 混合 条 件 分 布 是 存在 的 , 若 上 的 值 域 是 
Rom 中 的 Borel 集 , 则 上 在 多 之 下 的 条 件 分 布 存在 . 

证 ”定理 的 后 一 部 分 由 前 一 部 分 及 定理 4 立刻 得 出 , 故 只 需 证 定理 的 前 一 部 
分 . 

证 明 的 构思 基于 下 列 事实 : Rm) 中 有 理 坐 标点 是 可 数 的 , 并 且 在 其 中 稠密 . 

以 z,z' 表 Rom) 中 的 点 , 以 mr' 表 其 中 各 个 坐标 缘 为 有 理 数 的 点 ( 称 为 有 理 
点 ), 以 M, N( 或 带 有 足 码 ) 表 多 中 的 零 概率 集 . 

选 定 一 个 在 多 之 下 的 条 件 概率 P(4|G)(w),(w,4) se  x wf， 考虑 函数 族 
P({E < r}[%)("), 根据 条 件 期 望 及 条 件 概率 的 性 质 (5.2.2 节 定 理 1,2 及 定理 1 人 ) 
不 难得 出 对 于 任意 有 理 点 r 及 7 以 及 庆 = (rrk_Dirk+ ,Tn) (其 中 上 = 
1,… ,mrj 为 任意 有 理 数 ,; = 1,.… ,n) 存在 多 中 零 概 率 集 Nx, Mr Nr Mak, AM 
使 得 


(4) 


ArrP({E< zj 名 )(w) > 0,w ee NT 7; 
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0 < P(E <rHG)(w) < P(E <r HG) < lw Ee Mer 27; 
(人 <7 一 3 (w) — P(E <rHE)(W), mo— ow ENE; 
im Pl({é < mw) = 1,w€ Ms; 


lm P({é€ < Sanjlg)(w) = 0,w € MS, 


其 中 Sym = (ri Tkp_1 一 mrp Tn). 令 


N=() (vueomu (VU 6, ) UM. 


rT,r’ k=1 

则 NN 为 多 中 零 概率 集 , 易 证 当 we Ne 时 , 有 

ArrP(E < 2}E)(w) >0; 

lm, P(E < 7}Y)(w) = PUSE < ™}E)(); 

Jam P(E<rGJ() =1; 

,lim_P({€ <7)/O)(W) =0, 
其 中 = (r1 ,Tn), 及 

P(E <r}HE)(w) < PUE < TE),r <r 
定义 
P({é€ < 7}Y)(w0),w €N, 


其 中 wo 是 Ne 中 的 任 一 取 定 的 元 . 
其 次 , 对 每 一 ze R("™) 定义 


FE (w,z) = HR (Cow， 7). 


Fe 有- { P(E<rjlG)(o)w es Ne 


(5) 


(8) 


由 于 由 (7) 定义 的 F*(w,7) 在 有 理 点 上 非 降 左 连续 , 因而 (7) 与 (8) 定义 的 F*(w, z) 


在 z 为 有 理 点 时 一 致 . 


由 (5) 知 F*(w,zx) 在 有 理 点 上 满足 概率 分 布 函数 的 条 件 . 由 (5),(6) 及 (8) 推 
知 对 一 切 ze Rom,Fs(w,z) 满足 概率 分 布 函数 的 条 件 , 即 对 每 一 w < 2, F%(w, xz) 
是 Ron) 上 的 概率 分 布 函数 .因而 由 第 2 章 82.3 定理 3 知 , 对 每 一 we 80, 存在 


(RM, 多 路) 上 的 概率 测度 P*(w,.) 使 得 


PY (w, (—o00, 7)) = FY (w, 2), 对 一 切 z e R™. 
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现在 我 们 来 证 明 PY(w,B),(w,B) e 8 x 有") 是 上 在 多 之 下 的 混合 条 件 分 布 
( 即 P&(w, B)). 为 此 只 需 证 明 对 每 一 B e 多 (, P*(., B) 是 多 可 测 函 数 及 对 每 一 
Be 家 (m) 

P®(.,B)= P({€ € BHY),a.e. 


为 证 此 事实 , 令 
T 全 { 互 = (一 00,7) :7 为 RM 中 的 有 理 点 }， 
MS{B: Be B®, PE(.,B)EeEGHPY(.,B)= P({é € B}HY),a.e.}. 


首先 ,> rr 是 x- 系 且 x 上 最 小 入 系 Ar) = co(r) = 多 四. 

再 者 , 应 用 概率 的 连续 性 及 条 件 概率 的 性 质 易 证 和 为 X- 系 . 于 是 定理 获 证 . 口 

注 当 & 是 n 维 复 随 机 变量 时 定理 仍然 成 立 (将 定理 叙述 中 的 RW") 代 之 以 
2 中 ). 事实 上 , 令 6 = 6 + 论 j2,6j1,6j2 为 实 随机 变量 , ; = 1,… ,n， 此 时 考虑 
= {él1,612,… ,én1, én2}, 的 混合 条 件 分 布 PE 存在 . 由 于 多 9) 与 多 (2m) 存在 一 
一 对 应 , 并 且 保持 集合 运算 关系 , 故 对 任 一 BM e B84”, 令 


PE (w, BW™)SPE (w, BO™), 
其 中 
BO") = {(z1,Y1, Znyyn) : (1 + yi, ,Tn + iyn) €E BI")} € HB"), 


并 且 还 有 
{te€ BWW} = {é€ BO™}. 


因此 P 是 & 在 多 之 下 的 混合 条 件 分 布 . 

由 定理 5 不 难得 出 在 一 定 意义 下 正则 条 件 概率 是 存在 的 . 即 

定理 6” 对 于 概率 空间 (Rm™, 多 (",P) 及 多 ("的 任 一 子 o- 代 数 多, 永远 存在 
在 多 之 下 的 正则 条 件 概率 P%*(z, 4), (zx, 4) € R(™ x 多 ™. 

证 令 

Ek (2) = TEE = 1 ,Nn, T= (71,.. ,Tn) € RD, 

显然 上 二 (& ,… ,名 ) 是 (RY ,8(,P) 上 的 一 个 n 维 随机 变量 , 而 上 的 值 域 为 
Rm e 多 (m, 故 由 定理 5 知 & 在 多 之 下 的 条 件 分 布 P*(z, A),(zx,A) < Re x of) 
存在 , 但 易 见 o(&) = 多 (", 故 由 条 件 分 布 的 定义 知 P%(z, 4), (7x, 4) € R"™) x 8" 
即 为 多 之 下 的 正则 条 件 概率 . 口 
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在 85.3 例 4 中 ， 如果 取 (Reo+m)， 史 +m)) 为 基本 空间 5 = (&1,:… ,tn， 
页 ,7m) 为 样本 函数 , 即 对 任 一 w = (zz 的) € Ret) 


Ek(W) 一 2 天 一 1 ,n, 
ni(w) 三 功 ) 了 =] ;712 


若 令 é 一 (6 ;和 且 对 w = (zl …: ,Tn Yl … , Ym) E R(t™), B(™) E B(™ 令 


P(t€e€E Bm = ,Mm= Ym), 若 y YN U {pn(y) =0}, 


Pen)fw BWN= 
So | P(e BO lm =), ,nm = ), 若 y € N U {pn(y)=0}, 
其 中 y = (Ym) = (9,… ,gy ) 4 NU {pn(y) = 0} 任意 取 定 ， 而 
PEe BN = 太一 如) 由 $5.3(10) 式 给 定 . 则 Pr (w, {te BM 是 E 
在 ol(n) 下 的 条 件 分 布 . 

定理 7 设 已 是 (Rom, 罗 o) 上 的 概率 , 则 存在 着 (中 上 的 概率 记 及 
RW-1) x 多 8 上 的 转移 概率 Pi(z1,… ,zp_1, Bh(zi ,Zk_1) € RK-D),B. € 
和 = 2,… ,n, 使 得 对 一 切 Be€ 多 (")， 


Ri1 FR2 Rn 


xPu(zi ,Tn drn) :P(r1, dr2)P (dz1), (9) 


即 P 由 P(Bi), P(r1, Bo),:: ,Pa(T1)::: ,Tn_1, Bn), Tk € Ry, Br € Bisk=1,..,n 
通过 (9) 来 决定 .( 这 里 Rs = RD, Bk = BD,k=1,.… ,n.) 
证 令 
G1 = {BD x Rr: BO- € 8")), 


则 由 定理 6 知 有 一 在 色 ,_1 之 下 的 正则 条 件 概率 P%-:(z, 4), (x, 4A) € RO" x Bm 
存在 ， 由 于 对 任意 给 定 的 (z1,: Se jE1) € RY), 集合 {(zx1,* ,Tn—1)} x Rn 是 
%n-_1 中 的 原子 , 故 由 $2.3 定理 5 知 等 式 


也 一 工 
已 (zl， ee ,Tn_1, Bn) 一 万 名 -1 (a “* ,Tn, II Rx Xx 5. ) 
k=1 


定义 了 Re-Dx 儿 。 上 的 函数 , 而 且 由 正则 条 件 概率 的 定义 易 知 它 是 (R"D, 8("-)) 
到 (Rn, 2。) 上 的 转移 概率 . 
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我 们 把 已 在 多 ,1 上 的 限制 看 作 (RD, 有 -0) 上 的 概率 , 记 作 已 … 1 
由 于 对 任何 BE € Bk,k = 1 …， ?72 


n—l1 
/ Pn(z1, “Tn—1), Bn)dP.... ,nl1 一 / Pe (: II Rx x 5] dP 


k=1 


n—l n—l1 
-7( (Taxs,) N (这 mx 
k=1 k=1 
= P(B1 x::. x B,). 
(10) 
由 测度 扩张 定理 知 P 由 P(z1):… ,zn_1, Bn), (71,… ,Tn_1Bn) € RY-Dx Bi 及 
已 .nm_1 唯一 决定 . 对 已 1 重复 上 面 的 讨论 并 继续 做 下 去 即 知 多 (") 上 的 概 
率 PP 由 转移 概率 序列 


Pi(Bi), PB(71, Bao) , Pn(z1,-- ,Tn-_1, Bn), Bk E Bk, Tk & Rr,k = 1,.…， ) 7 


来 决定 . 其 中 


k—1 
Px(z1,. mn Bn) = P(e ,zx [LB; < ) 人 


j=1 


是 在 匆 _1 = {BW-D x Ri : BW-D) € BWw-)} 之 下 关于 已 .x 的 正则 条 件 概率 ， 
而 
Pi...n(B™) = P(B™), B® € 8™), 


Pk(B®) = Pi ppti(B®) x Rpt1), BE) € BI, k=1,...,n—1. 


以 下 往 证 (9) 式 成 立 . 使 用 归纳 法 . 由 (10) 及 测度 扩张 定理 知 当 n= 2 时 (9) 
式 成 立 . 车 (9) 式 对 n = 上 一 1 成 立 , 令 证 对 上 成立. 设 BW%) = B(*-D x Bi, 同 证 
明 (10) 一 样 的 方法 可 知 对 任何 B(*-， e 8%-D), Bi € Bk 


Pi p(BK-D x BE) (zl， … ,Tk-1;, Br)dP.... ,k—1 


B(*—1) 


一 太 5 Xp(k-1 (Z1,: 于 , Tk_1) Pr (ZT1, 和 ,Tk_1; Br)dP,... ,kl1) 
R(x— 


其 中 a (z1)° 7 ,TEI Pe(z1,:** ,Th_1, Bk), (ZT1,°** ,Tk_1) E RE-D 是 多 (*-D) 
可 测 函 数 . 故 由 (9) 对 (k 一 1) 成 立 及 85.4 定理 3 知 


局，k(B-D x By) a / | XBE-D (TX1,*** ,Tk-1) 
: Ri J R2> 五 kx_1 
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x Pa(zT1,:* ZK 下 有 1(Z1 ,Tk 2, dr-1) 


Pb (zl 凶 dz2)P (dz1) 


| 人 上 xe-vxB (or. sn) 
Ri J R2 Rx—1 J Rx 


x 用 (ZN ,Th 1 dTk) Pe 1(T1,** ,Tk 2, dTk- 1) 
B(x1, dx2) Pi (dz1). 


因而 (9) 式 对 n=k 且 BW) = Br-D x Bi, BD) € Bl-D), Be Bi 时 成 立 . 由 
测度 扩张 定理 及 (9) 式 右 端 是 一 个 测度 (85.4 定理 2) 知 (9) 对 n == 时 成 立 . 因此 
(9) 对 一 切 自然 数 n 成 立 . 定理 获 证 . 口 
5.5.3 KoumovropoBs 和 谐 定 理 


我 们 先 引 入 有 限 维 概率 和 谐 的 概念 . 

定义 4 设 了 为 一 无 穷 集 (可 数 或 不 可 数 )， 对 每 一 上 e 有 一 可 测 空间 
(f2., 4) 对 应 , 若 对 了 的 某 一 有 限 子 集 类 中 的 每 一 Ty, 有 一 概率 场 (DT ,xzTm， 
Prv), 其 中 QTr = [] wzrr = 工 有 %, 且 它 们 具有 下 列 性 质 : 对 于 的 这 个 


tETN tETN 
有 限 子 集 类 中 的 任何 两 个 元 Ty,Th,Tw CTA 及 任 一 4 € wT™， 


PT (AT™™) = PTw (ee -TI 中 
tcTN 一 TN 
则 称 该 概率 场 是 和 谐 的 . 
定理 8(Koxmoropos 和 谐 定 理 )” 设 工 为 一 无 穷 集 , 对 了 的 任 一 有 限 子 集 
Tw 来 说 , 有 一 概率 场 (RTv ,9 ,Pr), 其 中 Frv = ] Ra,Y” = [[ 经, 每 


tETN tETN 
一 (BR, 多 ) 是 一 维 Borel 空间 ， 如 果 这 些 概率 场 是 和 谐 的 , 则 在 (R7, 9B7) 上 有 
唯一 的 概率 P7 存在 , 使 得 对 任何 Ty CT 及 以 BT e BI 为 底 的 Borel 柱 体 
BTN Xx II Ri, 有 


tET—TN 


Pr (ee x II a] = PT™™(BT™). (11) 
tE 了 一 TN 
证 ji 当 工 是 可 数 无 穷 集 时 , 不 妨 设 了 = {1,2,…}. 于 是 概率 场 (RY, 8(™， 
Pm),n = 1,2,… 是 和 谐 的 . 因此 由 定理 7 的 证 明知 它们 决定 一 个 转移 概率 序列 


PW(B1), P(x1, B2) ; Pn(Z1,**- ,Tn-1; Bn),: a ;Tk € Rx, Bx € Bh, 
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其 中 
P,(z1, de ,Tn_1, Bn) 过 (PW 1(71,.- ,Zn R(™-1) x Bn,),n 站 2,， 


而 (PM)%-! 是 在 饭 -: 下 关于 PW"m) 的 正则 条 件 概率 . 于 是 由 85.4 定理 5 知 在 
(R(%), Ze) 上 有 唯一 确定 的 概率 P(%) 存在 , 使 得 对 任 一 Bo e 多 人)， 


P(%) (om x 也 ] 二 | / | XB(n) (Z1;…， Bi) 
RiJR2 Rn 


k=n++l1 
x P(t1::: ,Tn drn) .P(r1,dr2) PY (dr1). (12) 


再 由 定理 7 知 (12) 式 的 右 端 即 Po (BO ). 
对 这 种 情形 , 还 需 证 明 对 任意 Ty Cc T,Tw 有 限 集 有 


P(%) (me x II nu = PT (BT™), BT™ E Br. 
teET—TN 


事实 上 , 存在 m 使 Tw c {1,… ,m}, 于 是 
BT™ x II a. (pm x I au) JI R,. 


mET 一 TN meEf1 ,rm 一 TN n=m++1 


因而 
Pl®) (ee x II ] = 已 (m) 避 x II 加 = PU) (BT™™). 


n€ET—TN n€{1l,… ,m}—TN 
最 后 一 步 是 由 于 PT* ,Tw CT 的 和 谐 性 . 
ii) 设 了 是 不 可 数 集 , 任 取 了 的 一 个 可 数 无 穷 子 集 T, 则 由 i) 知 在 全 上 
有 唯一 的 概率 PT 存在 , 使 得 对 任何 以 BT (Ty C TI) 为 底 的 Borel 柱 体 BT x 
II Ri 都 有 
t€ETe—TN 
PT (” x II a] = PT (BT™™). (13) 
ztETc 一 了 N 
由 第 4 章 84.3 引 理 1 知 对 任 一 BT e B87, 必 有 一 了 的 可 数 子 集 T. 使 得 
BT=Brx [| R:: 令 
teT—Te 
PT(BT)=PT (BT™). (14) 
几乎 逐 字 逐 名 地 重复 第 四 章 4$4.3 定理 2 的 证 明 , 可 知 (14) 式 所 定义 的 PT 是 
(RT, 络 7) 上 唯一 满足 (11) 的 概率 . 口 
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设 工 为 任 一 指标 集 , (RT, 7) 为 定理 8 中 的 可 测 空间 , PT 为 B7 上 的 概率 ， 
显然 由 等 式 
&(xT)=20,7 = {rteET}e RT,teT (15) 


定义 的 RZ 上 的 函数 族 所 = {&,t e T} 是 概率 空间 (RT, ZT, PT) 上 的 随机 函数 ， 
且 PT(ér e BT) = PT(BT), BT e 多 7. 对 于 了 的 任 一 有 限 子 集 Tw 来 说 , 我 们 称 


PIN(BT) = PT [a x II Rm), me E BTN (16) 
tET—TN 
是 PT 在 9Tw 上 的 边缘 概率 (或 在 BTx 上 的 射影 ). 显然 随机 变量 6&1 = {&4,,… ， 
&ew} (其 中 Tw = {t1,… ,tw}) 的 分 布 律 Pe 是 P” 在 多 Tr 上 的 边缘 概率 . 
设 tr = {&i,t eT} 是 任 一 给 定 的 概率 空间 (2, sz, P) 上 的 随机 函数 . 定义 


Pe (BT) = P(ér € BT), BT e 7. 


于 是 Pe 是 (RT, B87) 上 的 概率 , 称 为 随机 函数 好 的 分 布 . 若 令 {Per, ,TN CT 
是 tr 的 有 限 维 分 布 族 , 则 它们 是 和 谐 的 , 因而 Pe 由 {Pez ,Tw CT} 唯一 决定 . 

从 概率 角度 (而 不 是 从 可 测 函数 的 角度 ) 来 讨论 随机 函数 Er = {&i,t e 7 的 
性 质 时 , tr 与 它 所 决定 的 概率 空间 (RT, ZIT, P7)( 其 中 PT7 = Pej) 上 的 随机 函数 
好 可 以 看 成 相同 的 ( 即 在 同 分 布 的 意义 下 相同 ). 因此 在 只 讨论 有 关 tr 的 概率 分 布 
的 性 质 时 ,(RT, 9ZT, PT) 有 其 普遍 的 意义 . 故我 们 给 出 下 列 的 

定义 5 设 tr= 人 f{&,t ET} 是 (1,Y,P) 上 的 随机 函数 , 则 称 (RT, 儿 7, Pei) 
为 Er 的 概率 样本 空间 ,而 称 (RT, 9T) 为 tr 的 样本 空间 , 称 由 (15) 定义 的 br = 
{ée,t ET} 为 tf 的 表现 . 

定义 6 设 工 是 任 一 指标 集 , 对 任意 Tw = {1,… ,tn}, Ftn 是 (RGB ) 
上 的 概率 分 布 函数 且 满 足 

i) 对 1,2……,N 的 任 一 排列 ol,…… ,ax 有 


Pe tw (ZI Zn] = 用 tw (To ,Ton), (T1,°** ,TN) E R™; (17) 
i 车 m <n, 则 


Ft. tm (Tl ,Tm) 一 lim Fe tn (T1)* , Tn), (Z1) , Tm) € RI™ 


Tmt+1l" Znm 一 CO 


则 称 分 布 函数 族 {i .6 : (人 ,tw) CT} 是 和 谐 的 . 

推论 1 设 工 是 任 一 指标 集 ,{ 忆 ,av : (tw) CT} 是 和 谐 的 分 布 函数 
族 , 则 在 (RT, 7) 上 有 唯一 的 概率 P7 存在 , 使 得 由 (15) 定义 的 随机 函数 如 的 
任何 有 限 维 分 量 (&,,， … , Etn ) 的 分 布 函数 是 Fe tn- 
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证 ”由 {Roisw : Tw = 人 由 tw) C T} 的 和 谐 性 及 第 2 章 2.3.2 定理 
2 易 知 由 它们 决定 的 概率 场 (RT ,BT*, PT),Ty CT 是 和 谐 的 .因而 由 定理 8 
知 有 唯一 的 概率 场 (RT, 多 7, PT) 存在 , 使 Pr 是 PT 在 BTx 上 的 边缘 概率 . 再 
由 定理 8 后 面 的 注解 知 Ez， 的 概率 分 布 是 PTx, 因而 分 布 函数 是 及, .ev， 其 中 
(t1, ,tN) = TN. 口 

定理 8 及 推论 1 说 明 只 要 给 了 和 谐 的 分 布 函数 族 {Fr ,Tv CT}( 或 和 谐 的 概 
率 空 间 族 (RT, 多 Tv ,PTS),Twy CI), 就 可 以 构造 一 个 随机 函数 tr, 使 得 对 了 的 任 
一 有 限 子 集 Ty, ezw 的 分 布 函数 (或 概率 分 布 ) 是 Fr, (或 PT). 这 个 结论 是 随机 
过 程 理论 的 基础 之 一 . 

例 1 称 随机 变量 序列 &1,é2,:.. 为 一 马 氏 序列 ， 如 果 对 任意 B € 多， 
(zl1…… ,Tn_1) € R(™-D) nn 二 2,3,.… 有 


Pl(én EBD =T1 ,én_1= Tn-1) = P(én € BIén_1 = Zn_1),a.e. 


车 给 定 一 组 转移 概率 序列 Pi(Bi1), Bi € 80, Pi(z1,:… ,zn_1, Bn), Bn € B(D,n = 
2,3, > 且 对 任何 nn， Bn, € BY 及 任何 (Zz1, - ,Zn_1) € R™-1) 都 有 


P,(z1,: “Tn—l, B.,) = P(xn_1, Bn), 


则 有 一 定义 在 概率 样本 空间 (R(%), 罗 (co), P(%)) 上 的 马 氏 序列 {&1,&2,…} 存在 , 使 
得 {&%€ Bn} 在 与 _: 之 下 关于 P(%) 的 条 件 概率 


Pl(é&n, € Bnlén1 一 Zr_1) Pu(zn 1， B.,), 也 GE BN, pn_1 € RV,n 3 2,3, Ce 


而 
Pteo) (ai € Bi1) 一 P (Bi). 


证 明 留 作 习 题 . 
5.5.4 ”混合 条 件 分 布 的 存在 及 正则 化 定理 (可 数 维 情形 ) 


在 这 一 小 节 , 我 们 将 85.2 的 定理 5 及 6 推广 到 tr 是 随机 变量 序列 的 情形 . 即 

定理 9 设 扣 ={fee… 是 (2,o,P) 上 的 随机 变量 序列 ,为 x 的 任 一 
子 o- 代 数 , 则 tx 在 儿 之 下 的 混合 条 件 分 布 存在 . 若 tr 的 值 域 是 RT7 中 的 Borel 
集 , 则 tz 在 多 之 下 的 条 件 分 布 存 在 . 

证 ”显然 定理 的 后 一 部 分 是 定理 前 一 部 分 及 定理 4 的 直接 结果 , 故 只 需 证 定 
理 的 前 一 部 分 . 

当 好 是 复 随机 函数 时 , 按 定理 5 后 面 的 注 可 以 化 作 实 随机 函数 的 情形 . 因而 
我 们 只 对 tx 是 实 随机 函数 的 情形 证 明 本 定理 . 
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考虑 任意 选 定 的 一 族 在 多 之 下 关于 PP 的 条 件 概率 P(A|%)(w),w € ,4 
cf 好 r). 我 们 先 来 证 明 , 可 以 找到 自 变数 取 有 理 数 1 …. ,rn，…… 的 函数 序列 
FY (w,r1),.- ,FY (ww;rl) ,Tn) (18) 
具有 下 述 性 质 : 


Arm PF (w, -) 之 0,7r 全 (rm1- 人 ,Tn) 之 (全 es , 74 ) 全 7， 
lim Fe(w,r’) = F®(w,r), 
个/ 个 个 


lim Fe(w,ri, Tn) =0,1& sn, (19) 
lim Fe(w,ri,:.. ,rn)=1, 
Ee 
Fe(wr) < FE(w,T),r <r. 
且 对 任何 1 Tn, 
Fe(, ri ya) 一己 (< < 多))a.e.， (20) 
此 外 还 有 
lim FE(w,ri ,rn Tnt1) = FY(w, ri ,Tn). (21) 
Tn+1™— O00 


事实 上 , 由 定理 5 的 证 明知 , 对 每 一 n, 存在 多 中 的 零 概 率 集 N("m) 使 得 函数 
FE (wmri， 2 ,Tn) = P(éi <riy ,bn < rn|¥)(w),w g NW™ 


满足 (19) 中 的 各 项 条 件 . 
其 次 , 由 条 件 概率 的 性 质 知 , 对 每 一 正 整数 ”及 任何 rm = (ri,… ,rn)) 有 多 
中 的 零 概率 集 Nt , 使 得 当 m 一 oo 时 , 对 一 切 we Ne 有 


PE <rie ,énti < mG)w) T Plé1 < ri ,én < ralG)(w). (22) 


(0) (lu) 


Pl(&1 <71 ,En < rn|¥)(w),w E NS, 
Pl(éi < Ti bn < rn|G) (wo),w ENS, 


其 中 wo 为 任意 取 定 的 Ne 中 的 元 素 . 易 知 N 为 可 数 个 零 概率 集 的 并 , 因而 P(N) = 
0. 


令 


Fe (uiri…- Tn) 一 { (23) 
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由 己 的 性 质 及 (22),(23) 知 F* 满足 (19) 一 (21). 
今 再 对 一 切 we 0,n > hz = (21,… ,Zn) e RD 定义 


FE (wz ,Zn) = FE(w, ri yn)， 


ci 
则 由 定理 5 的 证 明知 对 每 一 we 0,F*(w,z1,… ,zn),n = 1,2,… 是 概率 分 布 函 
数 序列 . 且 由 它们 唯一 决定 的 概率 PY(w, Bm), BO) e 允 o) 是 (6 ,名 ) 在 多 
之 下 的 混合 条 件 分 布 . 

另 一 方面 由 (21) 易 证 对 每 一 we 2, 概率 场 (RY, 8(, PE(w =12… 
是 和 谐 的 . 故 由 定理 8 的 证 明知 , 对 每 一 we 2, 有 唯一 的 多 7 上 的 概率 P*(w, BT)， 
BT <e BT, 使 得 


PS a0 x JI 全 = PY (w, B(™). (24) 
=n 二 1 
且 由 混合 条 件 分 布 的 定义 知 
PY (ee x II 四 = PY(w,BO) 
大 一 多 十 1 


= (ee € BW") x I mls) (w) (25) 
k=n 二 1 
对 几乎 一 切 w 成 立 . 
最 后 , 我 们 来 证 明 P*(w, BT), (w, BT) e 0 x 多 7 是 tr 的 混合 条 件 分 布 . 为 此 
只 需 证 明 对 每 一 BT e B87, P%*(w, BT) 是 多 可 测 函 数 且 


PY(w, BT)= P(tr € BTIY)(w) (26) 
对 刀 乎 一 切 w 成 立 . 中 
首先 由 (25) 及 P%(w, BO)) 的 性 质 知 上 述 断 言 对 B7 = Bx [T] Rx,B"™ < 
k=n+1 
8("m) 成 立 . 再 用 入 系 方法 易 证 P*(w, BT) 是 tx 的 混合 条 件 分 布 . 口 


定理 10” 设 了 = 生 ,2,…}, 则 对 概率 空间 (RT, 9T,P, 多 为 B87 的 任 一 子 
-代数 来 说 , 在 名 之 下 关于 PP 的 正则 条 件 概率 存在 . 
言 之 , 可 数 维 样本 空间 中 的 条 件 概率 永远 可 以 正则 化 . 
证 令 xz7= (zi,7x2,…) 表 RT 中 的 点 , 定义 


én(7T) = Tn 7 一 1 ,TT E RY, 
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则 由 定理 9 知 红 = (&1,&2,…:) 在 多 之 下 关于 PP 的 条 件 分 布 PE(z7,B),B ec(cr) 
存在 , 但 由 o(#r) = 多 7 立 知 PY(z7, B),(z7T,B)€ RT x 多 7 即 为 久之 下 关于 书 
的 正则 条 件 概率 . 口 

由 定理 10 易 证 

推论 2 ” 设 tr = {&1,&2,…]} 是 (0,yY,P) 上 的 随机 变量 序列 , 则 好 在 其 样 
本 空间 (RT, 9T, Pe.) 上 的 表现 各 在 2 的 任 一 子 o- 代 数 多 之 下 关于 Pe 的 条 
件 分 布 存在 . 

推论 3 设 了 = {1,2,…}, 则 (RT7, 多 7,P) 上 的 任 一 随机 函数 红 在 7 的 
任 一 子 o- 代 数 多 下 的 条 件 分 布 存在 . 
习题 及 补充 


1. 设 tr 是 (8,.x,P) 上 的 随机 函数 , G 是 x 的 子 o- 代 数 , 则 

ij)PY(w, 4),(w,A)e 0 xol(ér) 是 tr 在 多 之 下 (关于 PP) 的 条 件 分 布 的 充分 
必要 条 件 是 下 述 二 条 件 同 时 成 立 : 

1)P%*(w, 4) 是 (0,%) 到 (2,c(6)) 的 转移 概率 ; 


2) 对 一 切 4e cf 好 ), Be 号 ， 
/ P®(., A)dP = P(ANB). 
B 


让 PY(w,B),(w,B)e fx 多 7 是 &7 在 之 下 (关于 PP) 的 混合 条 件 分 布 的 充 
分 必要 条 件 是 下 述 二 条 件 同时 成 立 : 

1)P*(w,B) 是 (0,%) 到 (ERT,9T) 的 转移 概率 ; 

2) 对 一 切 BT e BT7,C € %, 

站 P®(., BT)dP = P(CN {tr € BT}). 
> 

2. 设 f= (&1,&2,…) 是 (0, 97,P) 上 的 随机 变量 序列 , 则 Ex 的 分 布 律 Pe 
决定 一 族 转移 概率 序列 P(Bi), 己 (z1, B2),… ,Pi(zi ,Zn Bn),…: 使 得 对 任 
何 m Bo eB), 


Per 名 x I[I a = 上 人 上 人 XBo(Z1) ,Tn) 
二 2 n 


k=n+l1 
xP,(z1, ,Tnl1; dzn) 要 汪汪 Pl(z1, dz2)P (dz1). 
3. 完成 例 1 的 证 明 . 
4. 设 ( ,… , 妈 ) 是 (Rm, 多 中 , P) 上 的 样本 函数 , 且 具 有 n 维 正 态 分 布 N(0， 
D), 令 
n(x) = sD- lr, zr € R™). 
试 求 & = (&1,… ,&n) 在 q(n) 之 下 关于 PP 的 条 件 分 布 . 
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这 一 章 我 们 将 引进 在 概率 论 中 有 重要 应 用 的 一 个 分 析 工 具 , 即 特 征 函 数 . 用 数 
学 分 析 的 术语 来 说 , 就 是 Fourier-Stieltjes 变 式 . 

特征 函数 之 所 以 成 为 一 个 重要 工具 , 其 原因 是 : 

1° 分 布 律 与 特征 函数 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 . 因此 当 求 出 了 随机 变量 的 特征 
函数 , 便 可 知 其 分 布 律 . 由 特征 函数 的 某 些 性 质 , 可 以 推 知 分 布 律 的 相应 性 质 . 

不 仅 如 此 , 在 分 布 律 的 某 种 收敛 意义 下 的 极限 分 布 与 特征 函数 的 极限 函数 之 间 
也 存在 着 对 应 关系 . 因此 由 特征 函数 的 极限 函数 有 时 可 以 推 知 极限 分 布 律 , 因而 推 
知 随机 变量 序列 的 极限 分 布 . 

2" 特征 函数 是 一 种 有 界 连续 函数 , 比分 布 函数 及 分 布 律 更 易于 应 用 分 析 工 具 . 

3° 独立 随机 变量 , 特别 是 独立 随机 变量 和 以 及 与 之 有 关 的 问题 在 概率 论 的 发 
展 中 具有 重要 的 地 位 , 为 要 研究 独立 随机 变量 和 , 就 要 求 出 它 的 分 布 函数 , 由 第 4 
章 84.2 定理 5 知 , 独立 随机 变量 和 的 分 布 律 是 各 随机 变量 分 布 律 的 卷 积 , 计算 起 
来 是 很 复杂 的 ， 而 独立 随机 变量 和 的 特征 函数 等 于 它 的 各 被 加 项 的 特征 函数 的 乘 
积 , 计算 和 研究 都 很 方便 . 这 就 是 为 什么 古典 极限 问题 能 在 引进 特征 函数 之 后 很 快 
得 到 解决 的 原因 . 

为 了 应 用 , 我 们 不 仅 研究 随机 变量 概率 分 布 的 Fourier-Stieltjes 变 式 , 也 要 研究 
一 般 的 有 界 L-S 测度 的 Fourier-Stietjes 变 式 , 以 及 它们 的 收敛 性 之 间 的 关系 . 


86.1 特征 函数 的 定义 及 初等 性 质 
6.1.1 ”随机 变量 的 特征 函数 的 定义 和 例 
定义 1 设 (&,… ,后 ) 是 nn 维 实 随 机 变量 , 则 称 


fle,... ,én) (t1, SN tn) 三 五 (of Du (t1, ,tn) € R(™) (1) 
k=1 


为 (&,… ,&) 的 特征 函数 . 
为 了 书写 简单 , 今后 经 常 采用 和 矩阵 的 符号 . 以 t,x 及 分 别 表示 一 行 n 列 矩 
阵 人 zn) 及 (1,… ,6m), 用 和 4 表示 和 矩阵 4 的 转 置 矩阵 ， 因 而 
让 人 = 》 ,thék,t. 2 = 》,tkzk, 其 中 上 2/ 表示 矩阵 相 乘 . 于 是 & = (&1,… ,én) 的 
天 一 1 


无 一 1 
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特征 函数 可 以 简 记 作 
felt) = El(exp{it : €'}). 
因为 lexp{ 认 :& 人 = 1, 对 PP 可 积 , 故 & 的 特征 函数 在 Re") 上 有 定义 , 并 且 由 
第 3 章 83.4 知 


f= | esap= 上 ettz gqPe 
0 Rn) 


Oo Oo 1 
=-/ | et dFe(z1,.*- , Tn). (2) 


因此 也 称 fe(t) 为 上 的 分 布 律 Pe 或 分 布 函数 Fe 的 特征 函数 或 Fourier-Stieltjes 
变 式 . 
若 为 具有 分 布 密度 p(z1,.… ,zn) 的 连续 型 随机 变量 时 , 则 由 第 3 章 $3.5 知 


HG- ples de don (3) 
车 ¢ 是 具有 分 布 列 
Plsln = P(t1 = T1009 én = Trt) lk =1,2,. ,k=1,..,n 
的 离散 型 随机 变量 , 则 由 第 3 章 83.5 知 其 特征 函数 
fet)= > op {Dn oe (4) 


ly ,ln k=1 
例 1 设 & 按 二 项 分 布 律 分 布 , 即 PE = 如 = (人 phone 二 0,1,…,n, 则 
容易 算出 《 的 特征 函数 
felt) = (gq + pe™)”. (5) 
若 是 按 多 项 分 布 律 分 布 的 > 维 随机 变量 , 即 


nl! kr 
P(é1 =k, ,ér = kr)= aE “pr pe, 


其 中 十.… 十 kr < n,ks >0,s=1,2,. ,7 二 + 十 rri 二 ,Pi 十 … 十 Pr+l 二 
1,ps > 0,s = 1,… ,7 十 1. 则 由 多 项 式 定理 知 & 的 特征 函数 





nl! kr 
felt) 二 > 本 攻 (pile 各 ) 和 a (preit” )*” pet: 
Oks <n 1 pl 
a=1,.… ,7 十 1 
天 1 十 … 十 后 r 十 1 一 到 


es (pie'!! 十 Ws 十 preitr + prii)™. (6) 


人 


例 2 车 具有 参数 和 的 Poisson 分 布 , 则 上 的 特征 函数 
felt) = expfX(e — 1)}. (7) 
若 具有 参数 MX …… ,》n 的 nn 维 Poisson 分 布 , 则 它 的 特征 函数 
felt) = op{ SMe 一 中 =|]I op {ne = 中 (8) 
k=1 k=1 
例 3 设 上 后 按 负 二 项 分 布 律 分 布 , 即 
Plér 三 了 十 k) = (Fr k= 0， 1,2, 和 
则 避 的 特征 函数 
让 \7 
e,(t) = > ")r (三 _g)*= Ge 本 (9) 
其 中 最 后 一 个 等 式 可 由 Taylor 级 数 验证 . 
例 4 车 在 [a,b] 上 均匀 分 布 , 则 & 的 特征 函数 


ibt _ eiat 
5 一 一 一 ,tz0 
， 1 到 》 和 
felt) Eo [ ed 2 i(b a)t (10) 
a 
1, t=0. 


例 5 设 £ 按 N(0,1) 分 布 , 则 由 (3) 知 的 特征 函数 


1 f/f/™ ja 
felt) 二 充 / er 2 dz. 
一 oo 





由 于 
eitz- 写 一 CE 一 et = Se 
故 2 
之 和 -3 
felt) =e-% 二 人。 (11) 


为 了 算出 上 式 右 端的 积分 , 将 它 了 解 为 广义 R 积分 而 应 用 复 变 函数 论 中 的 Cauchy 
定理 . 

由 于 e- 气 是 在 整个 复 平面 上 的 解析 函数 , 设 如 图 中 标 有 第 头 的 线段 组 成 的 
闭合 曲线 , 则 


z2 
0 =- 上/ e Tdz 
r 
fT— 广 2 全 2 一 一 全 一 诗 .2 
SY cdz+ | oat/ e 一 开 dz+ 人 e Tdz 
一 人 一 诗 TI— 人 i 让 外 全 


.314. 第 6 章 ”特征 函数 及 其 初步 应 用 





即 


人 一 让 2 r 2 2 一 外 2 一 了 2 
| e 2dz =/ esa+t cdz+ e 5 dz (12) 
一 2 一 诗 一 人 人 一 了 一 让 


对 任何 x > 0 都 成 立 . 但 由 复 变 函数 积分 的 性 质 知 


2 一 计 2 t 2 
一 2 — {2-1is). 
| e Tdz / e 2 ds 
rz 0 


当 z 一 co 时 , 上 述 积分 趋 于 零 . 同 理 有 


一 也 


22 £2 
< ltle- 拉 + 己 . 














z2 
lim e 2dz=0. 
Yo9 zit 
故 由 (12) 得 
oo 2 Tz—it 
/ ce 2 dz= lim e Tdz 
D0 一 o9 /一 z 一 主 
rT 22 
= lim e 2dz= V27. 
再 由 (11) 式 得 
felt) = e673. 


例 6 设 € 按 自由 度 为 n 的 x?- 分 布 律 分 布 , 则 由 (3) 知 的 特征 函数 


felt) = — |/ eitre sr3-1dz. (13) 
anfn\o 
23T|~= 


今 往 计 算 上 式 右 端 的 积分 . 由 于 e-*z3-! 在 复 平面 上 不 包含 零点 和 无 穷 远 点 的 任 
何 区 域内 解析 . 设 了 如 图 中 标 有 箭头 的 线段 和 圆 绝 组 成 的 闭合 曲线 , 则 根据 Cauchy 
定理 ， 
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已 
bb 一 
加 


R( 二 -六 


即 
R(#—it) 县 于 R( 吉 一 计 ) 
/ ezz2-1dz | ez2-1dz 十 [ ez2 号 -1dz 
zo p 且 
Pp Te 
十 / e-*z3-1dz. (14) 
zo 
lzl=p 
由 复 变 函数 的 积分 性 质 易 证 当 R 一 oo0,p 一 0 时 上 式 右 端 后 两 项 积分 的 极限 
R(#—it) 六 
lim e-zz2 1dz 一 0， (15) 
R—00 县 
P 也 
lim e zz2 1dz= 0. (16) 
p 一 0 ./zo 
|z|=p 


其 次 设 z = ( 一 yo, 则 


R(3 -it) 
/ ed 广 e(it- zz 全 1dz. (17) 
Zo 2 yo 


故 当 R 一 00,p 一 0 (注意 此 时 yo 一 0) 由 (14) 一 (17) 即 得 


( 一 a | 人 e(tt- 二)rz 呈 -1dz = ) ezZ8 -1dz 一 (3) 
由 (13) 知 : 


关 @ = (1 — 2it) 3. 
用 类 似 的 方法 可 以 求 出 - 分 布 的 特征 函数 
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6.1.2 ”随机 变量 特征 函数 的 初等 性 质 


如 无 特别 声明 ， 以 下 总 用 天 (四 (或 f(2)) 表示 é€ EE (&1,* , én) 的 特征 函数 


felti, A ;tn ): 
性 质 1 fe(t) 具有 下 列 简单 性 质 : 
a) fe(0) 一 1; 


b) |fe()| < 1,t € R™); 
c) felt) = fe(—), 其 中 -t= (一 二 一刀) 


d) f-e(t) = f(t). 
证 a) 及 b) 的 证 明 : 由 积分 性 质 知 对 任何 te Rt" 来 说 ， 


AI-| | ee 





c) 及 d) 的 证 明 : 因为 





eit'tdP = / eité' gap 
12 


上 
= | eosap= fe(-d 
; 


eit(-8)'qp = f_elt). 


性 质 2 ”对 于 任何 1<i<…< 计 过 n,1<<k<n 来 说 , (&i,,…: 


函数 
ftir ,ti ) fe(0,.…- ,0, ta, 0 ) 0, tin, 0,.** ,0). 


<| eelap= |/ dP = fe(0)=1. 
4 12 


口 


,in ) 的 特征 


性 质 3 设 4= (axm) 是 一 mxn 和 矩阵 ,5 = (b1,… ,bm), 随机 变量 n= £4'+5 


的 特征 函数 
万 ( sm) = ei felu: A). 
特别 , & 十 … 十 的 特征 函数 


f(t) = felt, ,t). 


当 & 为 一 维 实 随机 变量 时 , at + (其 中 a 关 0, a,5 为 实数 ) 的 特征 函数 


faetolt) = ei fe(at). 
证 ”由 定义 知 


(vu) = El(ei*")= E(exp{iu: A +iv:b}) 


(18) 


= eb p(exp{ilu. A).€}) = ez felu: A). 口 


由 性 质 3 的 证 明 , 对 于 & 的 任 一 组 实 值 Borel 可 测 函 数 7 = (m1,… ,nm) = 
(g1(é&1,:- , En),: A , gm(E1, , En)) 的 特征 函数 可 如 下 求 得 : 


万 ( ,Um) > …| op {Sunt oj] x dF(Z1 ) Tn). 
一 co 一 co 1=1 


性 质 4 车 上 = (8 四,… ,8 如 ),k = 1,… ，n 是 独立 的 随机 变量 ,上 = 
(0 0 ,0 , 和 )， 则 


天 由 = [ few (t®), (19) 
k=1 
其 中 t= (#0,... , tn) ), £8) = (tt ,0 ) 大 = 1,… ,n. 特别 , 车 mi = … = 
mn = m, 则 独立 随机 变量 上 ,大 = 1,… ,n 的 和 上 GD 十 … 十 &" 的 特征 函数 


f(t) 二 II fe (tb),t 3 (t1,: ,tm). 
k=1 


证 ”由 第 2 章 82.4 推论 3 知 exp 人 ,k= 二 1,…,n 是 独立 的 , 故 由 数 
学 期 望 的 乘法 定理 知 


felt) = Elexp{it. £}) =E (oof yt SE }) e 人 II exp{itt*) ， co] 


k=1 k=1 
=]| E(exp{it®). £5)°}) = TY fe (0®). 
k=1 


此 即 第 一 部 分 的 结论 . 当 mi = … = mn =m 时, 在 上 式 中 令 10) = … 二 109 一 
t= (t1,. , bm) 则 得 


fe 4.4em) 伯 =E (em G3 (> 9] | | 
k=1 


=I] eemtz ee)D= [I fw 
k=1 k=1 
此 即 第 二 部 分 结论 

现在 我 们 应 用 以 上 各 性 质 计算 一 些 随机 变量 的 特征 函数 

例 7 设 & 是 按 N(a,o?) 分 布 的 , 则 易 知 9 “二 < 仍然 是 正 态 分 布 , 且 
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En = 0,D”n=1. 故 7 按 N(0,1) 分 布 ,于 是 由 性 质 3 及 例 5 知 





3 2)2 2 
felt) Ea fonta 人 Si eitae— (3 2 etiat 一 到 . 


例 8 设 &=(&1,… ,én) 是 按 N(m, DD) 分 布 的 , 则 由 第 4 章 84.2 例 4 知 , 有 
一 正 交 方 阵 C 存在 使 得 





n=€.:0 一 mpC'/ 
的 分 布 密度 为 

n 1 全 

J 


因而 m4,… ,mn 独立 . 令 


于 是 由 性 质 4 及 例 7 知 


n 


fn(t)= II fn (tk) = | 到 3 好 | 
k=1 


k=1 
= Ly 一 LiCD tC)/ 
一 exp 双人 = 一 exp1 一 了 (tC) ». 
故 由 性 质 3 及 上 = (+mC')C =nC+m 知 
天 (WO)= er™ flu:0") 


过 ee = jscczecoy| 


1 
= ee -mC— bp) 


例 9 若 £=(&1,… ,6) 按 N(m, DD) 分 布 , 则 由 例 8 及 性 质 3 知 各 十 … 十 细 
的 特征 函数 


n 2 n 
feit.+én(t) = exp 9 it >_, mex — 3 >， dki y ， 
k=1 k,l=1 


让 


其 中 D= (dxi)- 车 G1 én 独立 ， 且 Ek 按 N(mex,o?) 分 布 ， 则 


oF? 0 
D= ,Mm = (m1 ,Mn). 
0 o2 


feit.+én (t) = op {Dm 一 > 3} 
k=1 天 = 
在 下 一 节 证 明了 分 布 函数 由 特征 函数 唯一 确定 后 ， 我 们 就 可 得 到 & 十 … 十 & 在 
前 一 种 情形 下 是 按 NN (Em™ 》， 各 ] 分 布 的 , 在 后 一 种 情形 下 是 按 NN (Em 


k=1 k,l=1 k=1 


因而 


n 


2] 分 布 的 . 


k=1 
例 10 设 €= (&1,… ,én) 是 按 N(m,D) 分 布 的 , ,i1,… ,ix 满足 条 件 :1 < 
kn,l1< 人 <…< 计 nn, 则 由 性 质 2 及 例 8 知 (&;,,… ,&i) 的 特征 函数 


k k 
f(u1,-: ee , Uk) = op (Dum 一 > 》， ae 
{=1 l,m=1 
在 下 一 节 证 明了 分 布 函数 由 特征 函数 唯一 确定 后 , 我 们 就 可 断言 (&;,,… , &;,) 是 按 
N(m, DD) 分 布 的 , 其 中 


Th = (ma , Mix ), 


而 万 为 方 阵 DD 在 第 1,… ,i 各行 及 各 列 交叉 处 的 元 素 所 成 的 方 阵 . 这 个 结论 充 
分 说 明了 特征 函数 对 分 布 的 计算 的 有 效 性 ， 读 者 不 难 通 过 亲身 试 算得 知 应 用 累 次 
积分 计算 得 出 这 个 结论 会 遭遇 到 多 大 的 困难 
例 11 设 交 是 自由 度 为 w 的 x?- 变 量 ,k=1,.… ,7, 且 相互 独立 , 则 由 例 6 
及 性 质 4 知 》`X 的 特征 函数 是 
k=1 


至 
Tem (2 
天 一 1 


由 下 节 特征 函数 唯一 决定 分 布 函 数 的 定理 知 》 x? 是 自由 度 为 nj 十 … 十 mr 的 X2- 
k=1 
变量 . 
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性 质 5( 增 量 不 等 式 )” 设 f(t) 是 & 的 特征 函数 , 则 对 任何 t = (t1,… ,tn) € 
RM 及 h 一 (hi, 2 , hn) € RO™), 


(F020) — f(t+ PL < 2F(0){f(0) — RAC(h)}, (20) 
其 中 Rz 表示 z 的 实 部 , 且 f(t) 在 RW 上 一 致 连续 . 
证 ”由 定义 知 


jj 三 = [eate _eitre]dP 
三 | et [1 — eihe]dP 
应 用 Schwarz 不 等 式 知 
JOAE+ WE < /eeepap fh -espPap 

=f(0). la ~ cosh. e+ (ink. eaP 

=27(0) {fcosh. #1aP = 2f(0)(7(0) — RJD) 
由 控制 收敛 定理 知 

lm / a / limll ~ cosh. #1dP =0. 


故 f(t) 在 零点 连续 , 再 由 (20) 知 f(t) 在 RW" 上 一 致 连续 . 
性 质 6 设 是 一 维 实 随机 变量 , f(t) 是 它 的 特征 函数 , f(t) 表示 f(t) 的 天 
阶 导 数 . 
i) 若 fn)(0) 存在 且 有 限 , 则 对 任 一 满足 0< 7 < 2n 的 +r 来 说 ,有 B= Eltl” < 
OO. 
i) 若 存 在 一 6 > 0,é 的 n+6 绝对 和 矩 B14s = El&l"+5 有 限 , 则 对 一 切 k< n 恒 
有 


f°) = */ zreitrdFe(z),t € RY. (21) 


因而 
Qk = EE* = okf(*) (0), (22) 


且 f(t) 在 RW 上 一 致 连续 并 以 Bi 为 界 , 此 外 还 有 


_ id): 上 
ft) =D ak 十 pn(btERRO， (23) 
k=0 3 
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其 中 
一 7 [ek {(n) 1 
mm 四 4 OT (a 
om 二 ol) 
= =06,, 16| <1. 
车 0<5<1, 则 
i n+6 
pn(t) = on 2 +21- 60 Br TD Il0| <1. 
证 i) 先 证 明 一 个 分 析 求 导 公式 : 车 fm(0) 存在 , 则 
f°")(0) = lim pp ) -Df 28). 
事实 上 , 利用 Taylor 公式 我 们 有 
f(z) = D400 + oal" ). 
7=0 
于 是 
1 2 /n 
yr (KR) Dm 2 
1 ~ /n ; n — 2k)Ihi i 
1 ono Ty 2 4 ol1). 
Gy DO re D*m — 2k)’ + ol1) 
利用 恒等式 


3 四 (—1)re(n—2k)t 一 (et — e-t)" 


k=0 


两 边 求 ; 阶 导 数 (7 < n), 再 令 t=0 可 证 
. ;_/ 9, 0g<j<n, 
> 1)*(n — 2k) 人 


k=0 了 7 一 爷 . 


即 得 (26) 式 . 


: 321 . 


(24) 


(25) 


(26) 
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再 应 用 (26) 式 求 的 特征 函数 在 零点 的 导数 . 若 fm)(0) 存在 , 则 


Jo) = lim a ) Drm 2 


= lim i a/ > )» kei(m—2k)hz gqF(z) 


k=0 


= lim i =/ (eihz 和 eihs)maF(z) 


”% /sinhr 
= lim 2” 一 一 一 maF(r). 
En: | 中 war 


车 f(2")(0) 存在 , 有 限 , 则 


2n 
. sinhz 
oo > | fm(0)| = lim J ( > ) Z2ndF(z) 
inh 2m 
. sinhz 2n 
吧 ( hz ) rz"dF(z) 
一 era) = Pon. 


式 中 不 等 号 成 立 是 由 于 Fatou-Lebesgue 定理 . 这 就 证 明了 & 的 2n 阶 矩 Bo, 存在 
有 限 . 再 由 第 3 章 3.6.1 不 等 式 (6) 知 , 对 一 切 0 < 7 < 2n, 6 有 限 . 
i) 由 于 当 7r<n+6 时 


[Elél"]* < [Blél®+5]ats < oo， 








故 对 一 切 k < n, 有 a 
/ [zl*aF(z) = Elél* < oo， 
而 oo 
f0) = | eitrdF(z). 
今 往 证 : 当 Eltl* < oo 时 f(t) 存在 且 
f® (t) = ik srearle) 
事实 上 , 当 大 = 1 时 , 由 第 3 章 3.6.3 推论 6 及 


a eitz 
at 











= |izes| = |z| 


和 
而 x 关于 Pe 可 积 ， ee 有 限 知 : 
f(t) = / ize'sdF(z). 


车 (21) 式 对 一 1 成立, fk-D(D = 让-1 / zt-lettzdFe(z) 存在 , 有 限 , 则 由 


d(it-lzk-! eitz) 








= |zkeitz| = |zk| 
关于 P: 可 积 知 
f(D) = 认 | saarele), 
且 
HG FHADI < / I1 ~ eine||zl*dFe(z). (27) 


因而 f(t) 在 RD 上 一 致 连续 上 且 以 Bi 为 界 . 
在 (21) 式 中 令 t=0 即 得 (22) 式 . 
ii) 往 证 (23) 式 . 我 们 先 证 明 公 式 (23) 具有 (24) 中 第 一 尾 式 . 用 分 部 积分 法 


(1 — upon) 
| GT - (tu)du 


4n— n— (1—w"! n— (1 —w)"? n— 

=t" 1f"-D) (tu) my 上 | A f(D) (tu)du 
t™-1 1 a )"™-2 区 

-my Mr se 


n—l 1k 
和 -2 OA 
k=0 

















而 由 (22) 式 知 /9(0) = irax, 将 此 式 代 入 上 式 即 得 (23) 具有 (24) 中 第 一 尾 式 . 
其 次 由 (22) 及 (27) 知 


| 


人 (tu)du on 














=- -19 





< kh . 人 人 [f° (tu) — fF (0)|adu 


Ey Ck 
<air 人 m1 0 Cr 
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其 中 s > 0 可 以 取得 任意 小 (只 要 t 足够 小 ), 因而 (23) 具有 (24) 中 第 二 尾 式 . 
第 三 , 我 们 证 明 (23) 具有 (24) 中 第 三 尾 式 . 因为 f(t) 以 B 为 界 , 故 

















°° [ Sa < Wr { ed 
<tref a du = pt . 
故 
pn (= 608 | a <1. 


iv) 最 后 来 证 明 : 当 0 < 6 < 1 时, (25) 式 成 立 由 (27) 式 及 (24) 的 第 一 尾 式 知 


(bn"| 忆 [ (1 — w)"™— ! peu) wu 
0 LA 


pn(t) — Qn nl 








(nC—1)! 














1 一 也 n—l 
st Te) -fl 















































1 _ Nm 一 1 ce 
和 | 和 2 人 1 一 einwtz|lzl|"dF(z)du. 
但 是 容易 证 明 |1 - ert| < 2 2 (四 性 2z| 1 则 |1 一 eits| = [20- 
2 
costuz)]¥ < lturl<2 , 若 | 一 We > 1, 则 |1 一 eitus| <2<2|— ES “|) 故 由 分 部 
积分 法 即 得 
pn (t) 一 om a < Du (人 L 一 切 ” ss 2 | 21 一 |z|”"+6dF(z)duw 
一 也 n—l 
rl 5 usdu 
人 t+ 
EE 
因此 (25) 式 获 证 . 口 
推论 若 & 的 一 切 阶 矩 存在 , 则 
fe() = Don (28) 


n=0 
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在 上 式 右 端 级 数 收敛 的 区 间 中 成 立 . 特别 车 an 有 界 , 则 上 式 在 RW 上 成 立 . 
证 ”由 于 & 的 一 切 阶 矩 存在 , 由 性 质 6 知 


ft) = 3 + pn(t), 


而 六 的 = 96, ,le| < 1 我们 只 要 证 明 在 (28) 式 右 端 级 数 的 收敛 区 间 上 pn 人 一 
0 即 可 . 事实 上 , 若 (28) 右 端 收 敏 , 必 有 a 和 0, 而 当 n 二 2k 时 (k 为 正 整 


lt 
(2k)! 





= OQok oo — lt 把 一 0,(k 一 oo). 应 用 Schwarz 不 


数 )Bn = am, 因而 pzx(t) = 952k 7 (2k)! 


等 式 得 


2 
Co | / Penapgj < / apt) hue?apl) 
= pox : Bo(k+1)), 
因而 当 一 o0 时 ， 


2 (性 人 
lpzrr1(t)| < PeerDT2R 二 1 


_ Borltl2* Boar+ Itt 2k+2 
2)! (二 2 2k+1l 


即 (28) 式 在 级 数 收敛 的 区 间 中 成 立 . 口 
利用 性 质 6 及 其 推论 , 使 用 微分 法 可 求 得 随机 变量 的 各 阶 矩 , 它 比 第 3 章 中 由 
积分 求 各 阶 矩 的 方法 在 计算 上 要 简单 得 多 . 
例 12 求 负 二 项 分 布 6 的 矩 . 由 例 3 知 它 的 特 证 函数 


主 \” | 
人 ( 2 = le, 


f(t) ce irp'e it(e— gq)— "+, 
f(t) a i2rp"e- 站 (e- 让 gq)- ("+2) (g 平 re™it). 


由 大 (0) 存在 推 知 Ba 存在 , 因而 at as 即 Be, DE 都 存在 , 并 且 








=rpr( — gq) "+ = 六 
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Dé = Ee? ~ (pe? = 
£ €° — (Eé) 人 


例 13 求 N(0,o?) 分 布 的 各 阶 矩 . 
由 于 N(0,c2) 的 特征 函数 为 





f(t) = 


02 的 
-> 1)*t2* ©) 
而 f(t) 的 窘 级 数 展开 式 在 RO 上 收敛 , 因而 f(t) 具有 一 切 阶 导数 ,由 性 质 6 知 
N(0,0?) 具有 一 切 阶 矩 . 再 由 


(2k)!o2* 


F020) =(-1)* ， 
2k.k! k= 1,2,..: 





fd(0) =0 











知 
_ f2R(0) (26)lo2k 
i kk k=1,2,.... 
Q2k-1 =0, 
车 是 按 N(a,o?) 分 布 的 , 则 £ 一 a 是 按 N(0,o?) 分 布 的 , 于 是 得 的 中 心算 
为 
| 0， n=2k—1, 
E(é£ —a)" = k=1,2,.... 
(2k)!la2* 
yy: | ， n= 2k, 


性 质 7 若 对 一 切 满足 条 件 71 十 … 十 rn = mm (m 为 正 整数 ) 的 非 负 整数 
71,… ,Tn 来 说 , EET! …ér"| 有 限 , 则 对 任何 满足 十 … 十 kn < m 的 非 负 整 数 
kl, , kn, ElEF! i ,Ekn| <o0 且 


DR 十 … 十 En 区 大 oo oo a 
ry 1 ,tn)=1 A | ny) ee。 TZ nd , Tn)- 
。 oo 
(29) 
因而 
ai ke = BER .Ekn 


十 … 十 En 
= i (kn) 和 


Diir felti, ee ,tn)lt=0 (30) 
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且 
it1)™ itn 
f= 2 oo 汪 人 + 十 pm 人 tb， (31) 
和 二 en Srl 1° n° 
其 中 
it k1 和 a 
pm(lt) = 》， QK kn ey Be 6 + o(| 十 … 十 如 | 时) 
tn 二 
[| a tn|*e 
=0 ee 
本 Br Rl kn! (32) 
,kn2>0 


证 i) 先 证 对 任何 满足 有 十 …+k < m 的 非 负 整数 ，… ,kn, BEt! .… kr| < 


Bleh .eol= / helap+ / | .kn |dP 
{éi|<1 lz1 


Thr 


< / | .én|dP + tn dR 


nN 
— (kt1…+kn) ki 
s/n 
J=1 


由 所 给 条 件 知 上 述 不 等 式 右 端 每 一 项 有 限 , 因而 Elé* … "| < oo. 
再 者 , (29) 与 (30) 的 证 明 与 性 质 6 一 样 , 不 再 详 述 . 
过 往 证 (31) 式 . 对 不 全 为 零 的 厂 ,… ,二 令 t 三 册 |+… 二 nl 选择 二 ,im 


使 》 uel =1 且 wt=tk,k= 1 ,n. 于 是 对 € = (&1,… ,én), 


天 一 1 
天 (加 ) = 天 (tu tn) = futit.tunén (t). 

由 已 知 条 件 及 i) 知 wi&i 十 … 十 untn 的 m 阶 绝对 矩 有 限 , 由 性 质 6 知 

felt1,**: ,tn)= futrt-tunt (t) 


三 》， E(wé1 站 中 Unén) 


k=0 


根据 性 质 6 中 (24) 式 的 第 二 尾 式 


k 人 





+ pm(t). 


pn = Baki + + winkn)™ 的 ”二 ol) 
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ee (Gt)® (itn)™” m 
= >》 ak pr 





由 GC; 不 等 式 知 
| 弛 二 | 十 … 十 tw] < n( 共 十 … 十 胡 )， 


故 知 (31) 具有 (32) 中 第 一 尾 式 . 
最 后 由 (24) 式 第 三 尾 式 知 


ti™ 
lpm(t)| < Eluiéi + :+ wntnl" 革 


i] én lee , 
S bn Te .Ek |, 
即 (31) 式 具 有 (32) 中 第 二 尾 式 . 当 三 ,…. , 志 全 为 零 时 , 结论 显然 . 


(30) 式 给 出 了 计算 多 维 随机 变量 的 分 布 矩 的 方法 , 下 面 以 多 维 正 态 律 为 例 . 
例 14 设 £=(&1,… ,én) 是 按 Nm, D) 分 布 的 , 则 由 例 8 知 & 的 特征 函数 


felt) = of :mC— je 


由 例 10 知 饼 按 Nmk,cag) 分 布 , 再 由 例 13 知 Btk = mx, ES 有 限 , k= 
1,2,.…n. 再 利用 Schuarz 不 等 式 知 Btke 有 限 . 
再 由 (30) 算得 


Eéré& = fe | = dr + memMma k,l = 1,.. ,nN. 
因此 
BE(é, — EéR)(& 一 BEE) = dp k,l = 1,... ,nN. 
即 m 是 的 数学 期 望 , D 是 的 相关 方 阵 . 
6.1.3 有限 L-S 测度 的 特征 函数 或 Fourier-Stieltjes 变 式 


为 了 更 广泛 地 使 用 特征 函数 的 方法 , 我 们 把 特征 函数 的 定义 加 以 推广 . 
定义 2 设 / 是 Rm 上任 一 有 限 L-S 测度 , 则 称 函 数 


f(t1,*… ,tn) = / ettz qn,t € R(™ 


为 测度 (或 其 分 布 函 数 ) 的 Fourier-Stieltjes 变 式 或 特征 函数 . 
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容易 证 明 , 对 任意 有 限 L-S 测度 , 其 特征 函数 是 存在 且 有 限 的 , 且 有 下 述 一 系 
列 性 质 , 其 证 明和 6.1.2 类 似 . 以 下 各 性 质 中 f(t) 均 指 L-S 测度 /5 的 特征 函数 . 

性 质 1 a) f(0) = p(BR®); 

b) |f(2)| < fF(0); 

c) ft) = f(t). 

性 质 4 设 jw 是 Rmr) 上 的 有 限 L-S 测度 , (tm*)) 是 其 特征 函数 ,= 
1 ,nh 二 1 X… X jm 是 jn,… ,pn 的 乘积 测度 , 则 1/ 的 特征 函数 


一 II 摊 (tm*)), 其 中 tt 二 (tt™),. 这 , t(™n)) € Rmit*tmn)., 
k=1 


性 质 5'( 增 量 不 等 式 ). 
f(t0) — F(t + h)? < 2F(0)[f(0) — RH = 21(R™ A(R) — RC) 


且 f(t) 在 Rom 上 一 致 连续 . 
性 质 6' 在 性 质 6 中 作 如 下 变更 : 设 / 是 Ra 上 有 限 L-S 测度 . 令 


br = flere Qk = /ww 
则 一 切 结论 保持 . 


性 质 7， 设 4 是 Rom 上 有 限 L-8 测度 . 在 性 质 7 中 以 / a 
作 Be) 代替 Bl? … 5"|, 以 [Es … zkrdj ( 记 作 am) 代替 BEEF: .Ekn， 
则 一 切 结论 保持 . 
习题 及 补充 

1. 试 证 : 超 几 何 分 布 


(其 中 M,N 是 实数 , N > M) 的 特征 函数 


Re (N—- MI(N—-M-1):.:(N—-M—-n+1) 
f()= N(N—1)::.(N—n+1) 
xF(—n,—M,N— M—n+l,e), 


其 中 
a(la+1)8(B+1)t 


F(a t ee 上 十 
(7 7 YO+1) 2! 
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是 超 几 何 函 数 (这 就 是 超 几何 分 布 命 名 的 由 来 ). 
2. 试 求 下 列 分 布 的 特征 函数 : 
_C rleer 过 
i) IT- | T(r) ,T>0,(r>0,c>0) 
0, rg<0; 
i Cauchy 分 布 : p(z) = 


1 a _ a p> 0: 
T 02 十 T2” ， 
1 
这 ) Laplace 分 布 : p(z) = eg >0; 


iv) 负 指 数 分 布 : p(z) -| 了 
3， 试 由 特征 函数 的 定义 , 用 视察 法 找 出 随机 变量 的 分 布 律 使 它 的 特征 函数 就 
是 相应 的 函数 : 


iat. 
》 


(a > 0). 


i) e 
ii) cost; 
iii) cos2t; 
Oo Oo 
iv) ape™t, ak 之 0, 》 ok 1; 


oo oo 
v) Yakcoskt, ok > 0, 》 "ok =1; 
k=0 k=0 


Vi) 到 ;提示 : 应 用 第 2 题 iv) 及 性 质 1.) 
..、 Sinat 
vii) a 
4. 设 p(t), f(t) 是 概率 分 布 函数 的 特征 函数 , 且 p(t) 是 实 的 . 试 证 : 
i) 1 — p(2t) < 4(1 — p(t)); 
过 1 一 |f(22)|? < 4(1 一 |f()). (提示 : 首先 证 明 |7(9| 也 是 特征 函数 .) 
5. 设 € 是 离散 型 随机 变量 ，》，P(€ = a+kh) = 1, 则 称 为 按 格 子 点 分 布 的 . 
天 一 一 co 
试 证 : € 按 格 子 点 分 布 的 充分 与 必要 条 件 是 有 一 非 零 实数 to 存在 , 使 得 |fe(to)| = 1. 
6. 设 f(t) 是 随机 变量 的 特征 函数 , 并 有 一 趋 于 零 的 非 零 序列 二, 妇 … , 使 


|f (tx)| 二 1,k= 1,2,.… lL 
试 证 : 有 一 实数 a 存在 使 得 
f(t) = eiot. 
称 此 分 布 律 为 退化 律 (或 单 点 分 布 ). 


86.2 ”逆转 公式 及 唯一 性 定理 . 331. 


7. 设 € 的 n 阶 绝对 逢 有 限 , 试 证 
BC 一 Ee)" = 和 "人 le- 大 (je 
8 设 及 (2), 己 (z) 是 Rom 上 有 界 分 布 函数 , 户 (6), 户 (6) 是 它们 相应 的 特征 函 
数 


r=/ 人 和 F(z — ydFa(y),s e Rom 


试 证 :F(zx) 的 特征 函数 f(t) = (1)f2(t),t € RO". 
9， 如 果 {所} 是 Rm 上 L-S 测度 序列 的 特征 函数 序列 且 f(t) 一 g(t),t € 
R(",g 在 零点 处 连续 , 则 g 在 Rom) 上 一 致 连续 . (提示 : 应 用 增 量 不 等 式 .) 


86.2 ”逆转 公式 及 唯一 性 定理 


上 节 我 们 对 RW 上 有 限 L-S 测度 定义 了 特征 函数 . 因而 特征 函数 是 由 L-S 测 
度 唯一 确定 的 . 现在 我 们 要 证 明 有 限 L-S 测度 被 其 特征 函数 唯一 决定 . 并 且 满 足 
一 定 条 件 的 分 布 函数 也 由 其 特征 函数 唯一 确定 . 这 些 统称 为 唯一 性 定理 . 我 们 还 将 
叙述 唯一 性 定理 在 概率 论 中 的 某 些 应 用 . 


6.2.1 “着 转 公式 及 唯一 性 定理 


定理 1( 逆 转 公式 ) ” 设 f(t) 是 有 限 L-S 测度 j 的 特征 函数 , 若 wb e Rm 且 

nA([a, 0] 和 (a, b)) = 0， 则 
| ee 1 T T 包 e 一 ttkak 一 ee 一丝 kb 
x([a; b)) on eg I x flti,:*: ,tn)dti:.. dtn, 
(1) 

等 式 右 端的 积分 是 R- 积分 . 

证 . i) 先 证 (1) 式 右 端的 积分 对 任何 全 > 0 都 是 存在 的 , 并 且 其 被 积 函数 连续 
有 界 , 因而 可 以 认为 它 是 L- 积分 . 

因为 对 任何 实数 c, dt 来 说 , 当 t 一 0 时 ， 

一 一 = a —»d—o, 

eitc _ eitd 


全 








么 ld 一 中 


故 (1) 式 右 端 被 积 函数 连续 有 界 , 因此 可 以 将 它 看 成 工 积分 , 并 且 对 任何 了 都 存 
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在 , 以 下 用 I(T) 表示 此 积分 . 而 


n EitkQk — 一 证 KB i tgT. 
A 


由 于 


n 


Ce 一 itkak — eitebkp 3 三 tx 
1I tk 

是 有 界 可 测 函 数 , 因而 它 在 测度 空间 (RG x [-T,T], 多 0" x ([-T,T]N8"), px 4) 
上 是 可 积 的 , 其 中 4 是 工 测度 , 由 Fubini 定理 , 这 个 积分 就 是 I(T) 且 


TE T nn —itkak _ p—itkbk i tr 
| / | TI 一 一 一 ex dtndp() 
Rm /一 人 —T El tk 


n T @—itkaxk 一 eitrbx » 
= [1 /~ drs). 0) 
Rom i | -7T tk 


里 层 积 分 是 工 积分 , 但 由 于 被 积 函数 连续 , 可 以 看 成 RR 积分 . 


T -iteakp _ po—itkbk 和 多。 AT Si es gi _b 
e e i [ sintk (Zk — Qk) — Sintk (Tk — bk) 
| | 一 -一 一 一 < dtx 一 2 | | 一 -一 从 
k > tk 0 tk 


2 /TTk-ar) sint 
一 2m 二 
k=1 A t l 
(27)", (z1…… ,Tn) € (a, b), 
2"-!xm， (zi ,Zn) € [a, 外 \(a,6b) 且 恰 有 ! 个 k 使 v = ax 或 bk， 
0, (ZT1,°** ,Tn) ¢ [a, bl. 
上 式 最 后 的 极限 过 程 用 到 了 下 列 的 Dirichlet 公式 : 


(T 一 oo) 
一 


由 于 / 写 sin tj 在 ze RI) 上 有 界 , 故 (2) 的 里 层 积分 对 下 和 z1,.… ,zn 一 致 有 
界 ， Ca x([a;, 9] — (a,6)) = 0 知 


lim I(T)= J (27)"dp+ / 0dp 
Te8 (a,b) [es 


= (27)"p((a,b)) = (27)" pu([a, b)). (3) 
这 里 用 到 了 jy([a,| 一 (a,5)) = 0. 于 是 (1) 获 证 . 口 
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定理 1 说 明 , 若 a,b 满足 条 件 j([a, 一 (a,5)) = 0, 则 jn([a,5)) 的 值 由 特征 函 
数 唯 一 决定 . 为 要 证 明 对 一 切 wb e Rom,a < b,xn([a,5)) 皆 由 其 特征 函数 决定 , 我 
们 引入 下 述 

定义 1 设 j 是 RM 上 LI-S 测 度 , 若 obe RW", 具 有 性 质 


H((Q, 0)) ul[a, b]), 


则 称 [a,5) 为 4 的 一 个 连续 区 间 . 

显然 定理 1 中 的 [a,b) 是 j 的 连续 区 间 . 于 是 为 要 证 明 有 限 L-S 测度 被 其 特 
征 函 数 唯 一 决定 , 只 需 证 明 任 何 一 个 L-S 测度 被 其 连续 区 间 上 的 值 唯一 决定 . 为 此 
先 证 明 以 下 几 个 引 理 . 

引 理 1 设 j 是 RM 上 LS 测度 , 令 


D(p) = {a :a € RO, 存 在 k,1 <k<n, 使 p({(z1,… ,zn) :z=a})>0}. (4) 


则 D(y) 是 一 可 数 集 . 

注 ”集合 {(z1,… ,zn) : zk = a} 是 与 坐标 轴 平 行 的 n 一 1 维 超 平面 . 此 引 理 
说 明 : 与 坐标 轴 平 行 的 n 一 1 维 超 平面 中 至 多 有 可 数 个 测度 大 于 零 . 

证 ”我们 只 需 证 : 对 每 一 ,1 < k<n, 


Di = {a:a€ RV,p({(z1,: ,Tn) :zk = 0}) > 0} 
是 可 数 集 . 由 于 对 不 同 的 CQ1) CQ2 
{(zi Tn) :zk 一 anf{z ,Tn) :Tk 一 0a2} = 2. 


因此 由 第 1 章 81.4 习题 3 知 对 任 一 oc- 有 限 测度 来 说 , 测度 大 于 零 的 不 相交 的 集 至 
多 可 数 , 因而 Di 是 可 数 集 (包括 有 限 和 可 数 无 限 两 种 情形 ). 
引 理 2 设 j 是 Rm 上 的 L-S 测度 , D(y) Cc RD 是 由 (4) 定义 的 可 数 集 , 令 


CU = RY - D(p). (5) 


车 be Rom, 且 ob 的 每 一 坐标 ax,b e C(p), 则 [a,5) 是 py 的 连续 区 间 . 
证 ”由 于 


i <(Ute on) :oe = ot}) 


U (Ute… , Tn) : Tk 一 由) 
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而 an,bs 4 D(1),k = 1,.… ,mn. 因而 上 式 右 端 每 一 个 集合 的 /4 测度 为 零 所 以 
pl[a,H (a,b)) =0. 


即 [wb 为 5 的 一 个 连续 区 间 . 口 
引 理 3 ” 设 入,j 是 Rm 上 两 个 LS 测度 , 且 对 yi 和 jo 的 任何 共同 的 连 
续 区 间 来 说 , ja 与 2 在 它 上 面 的 值 相 等 , 则 ji = jz. 
这 一 引 理 说 明 任 一 L-S 测度 由 它 在 连续 区 间 上 的 值 唯一 决定 . 
证 ”由 于 D(jn)UD(jz) 是 RD 中 的 可 数 集 , 因而 


C(t) NC(p2) = RY — (D(p1) U D(p2)) 


在 RW 中 笛 . 于 是 对 任何 a,b€ Ra <b 及 充分 小 的 s > 0, 总 存在 [ae,be), 其 
2" 个 顶点 的 各 个 坐标 均 在 C(j) mn C(ua) 中 , 且 满 足 


a<ae<a+e<b—e<be<hb. 
因而 [ae,be) 是 ji, py2 的 共同 连续 区 间 . 由 此 即 知 可 取 一 区 间 序 列 
[ab ,DC) ,大 一 1 2 


使 得 它 满足 以 下 条 件 : 
a) 每 一 [ao(5 ,5 ) 是 ju,p2 的 共同 连续 区 间 ; 
b) [ea ,6bD)) c [a0), 6D) c...; 


oj U[e ba) = (0,b). 
二 


于 是 由 各 ,na 的 连续 性 知 
pa((0,b)) = lim pi([a®),6®))) = lim pal(la®), 6)) = pa((0, 5)). 


由 于 a,b 的 任意 性 , 对 任何 wb € RO")， 
alle,b) = lim_p ((e : 二 5) ) 
1 


= lim pz ((e- 十) = p2([a, b)). 


而 L-S 测度 由 其 有 限 区 间 上 的 值 唯一 确定 , 因而 
M(B) = 12(B), B € B™). 口 


由 定理 1 和 引 理 3 我 们 就 得 到 


335 
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定理 2 ”有限 L-S 测度 被 其 特征 函数 唯一 决定 . 
为 了 讨论 什么 样 的 分 布 函数 被 其 特征 函数 唯一 决定 , 我 们 引入 


定义 2 若是 Rm 上 有 界 不 降 分 布 函数 , 且 对 一 切 1 入 和 ml 和 ii < 
的 


< n 及 一 切 zj,,…… , Tjn_k € RW (1,.- ,bp 1 ,jn_k) 是 (1,… 


个 置换 ), 有 
lm F(z1,.… ,zn) =0, 


则 称 三 为 标准 分 布 函数 . 
性 质 1 若 j 是 有 限 L-S 测度 , 则 


F(z) = p((—00,7)), 7 € Re 


是 标准 分 布 函数 . 
性 质 2 ”车 已 是 标准 分 布 函数 , yp 是 与 其 对 应 的 L-S 测度 , 则 


F(z) = jp((—00,7)), 7 € RO™). 
证 对 一 切 z€ Rm,a<z 
AsaF = pr(lo, 7))- 
取 递 降序 列 alo | 一 o0, 由 F 的 标准 性 及 j 的 连续 性 知 


F(z) = lim Asaw PF = lim pr(la®,7)) = pr((~00,7)). 


(7) 


口 


定理 3 ”标准 分 布 函数 由 其 特征 函数 唯一 决定 . 特别 , 概率 分 布 函数 由 其 特征 


函数 唯一 决定 . 


证 设 严 是 标准 分 布 函数 , pr 是 与 其 对 应 的 L-S 测度 , 则 pr 有 限 , 且 正 的 
特征 函数 也 是 jp 的 特征 函数 . 由 定理 2 知 ur 由 其 特征 函数 唯一 决定 , 而 又 由 


LP 唯一 决定 , 因而 标准 分 布 函数 由 其 特征 函数 唯一 决定 . 


因为 概率 分 布 函数 是 标准 分 布 函数 , 因此 后 一 结论 是 前 一 结论 的 特殊 情形 . 口 
关于 有 限 L-S 测度 (或 标准 分 布 函数 ) 由 其 矩 唯 一 决定 的 问题 见习 题 7. 


6.2.2 唯一 性 定理 在 概率 论 中 的 应 用 


逆转 公式 及 唯一 性 定理 在 概率 论 中 有 广泛 的 应 用 , 今 举 出 几 点 加 以 说 明 . 


1° 应 用 上 述 定 理 可 以 得 出 一 系列 各 种 重要 的 具体 分 布 律 的 性 质 : 
I 关于 正 态 律 的 性 质 . 由 例 8 知 N(m, D) 的 特征 函数 


f(t) = exp{e™ -3tD¢}. 
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又 由 定理 3 知 概率 分 布 函数 由 其 特征 函数 唯一 决定 , 故 有 

推论 1 若 维 随机 变量 的 特征 函数 具有 (8) 的 形状 , 则 & 是 按 N(m, D) 
分 布 的 . 

其 次 , 由 推论 1 及 86.1 例 9 知 

推 沦 2 荐 5 (6 ,6) 按 NmDD) 分 布 , 则 各，…+ 扣 按 N( Dm 


k=1 


>》 a) 分布 特别 车 6 按 Nm o 分 布 ,k= 1.…,n, 且 独 立 , 则 >& 按 
k,l=1 k=1 


N (Dm Yo) 分 布 . 一 般 地 ， 车 E(b) 一 (加 , 间 )) 天 3 1 ) 也 独立 ， 且 
k=1 k=1 


6 按 Ntmt,DO) 分 布 , 则 -89 按 N (Dm, >p® ) 分 布 

第 三 , 由 86.1 例 10 知 

推论 3 车 =(&,… ,名 ) 按 N(mDD) 分 布 , 则 (6 名)GLSRSmdls 
和 
(disi)1gs<k- 

以 前 我 们 总 假定 N(m, D) 分 布 中 的 nxn 方 阵 D 是 正定 的 , 此 时 它 的 特征 函 
数 具 有 (8) 的 形状 . 但 是 由 86.4 将 要 讨论 的 特征 函数 极限 定理 知 , 若 D 是 非 负 定 
方 阵 ( 即 D 所 对 应 的 二 次 型 是 非 负 的 ), 则 形 如 (8) 的 函数 仍 为 某 一 n 维 随机 变量 
的 特征 函数 . 因此 我 们 将 正 态 律 的 概念 推广 成 

定义 3 若 万 为 一 ?xzm 非 负 定 方 阵 , 则 称 具 有 形 如 (8) 的 特征 函数 的 随机 
变量 & 为 按 ” 维 正 态 律 分 布 的 , 记 作 上 ~ N(a, D). 若 |D| 关 0, 称 N(a, DD) 为 满 秩 
的 n 维 正 态 律 ; 若 |D| = 0, 则 称 为 降 秩 的 ” 维 正 态 律 . 

因此 , 我 们 以 前 讨论 的 ” 维 正 态 律 是 满 秩 的 正 态 律 . 

由 86.1 性 质 3 易 知 

推论 4 设 4= (op) 为 mmxzmn 和 矩阵 ,= (61,… ,bm). 若 & = (&1,… ,én) 按 
Na,D) 分 布 , 则 7 = 上 4'+5 按 m 维 正 态 律 Na4' + 65,4DA4') 分 布 . 

车 mg n, 且 4 的 秩 为 m,1D| 关 0, 则 7 按 满 秩 的 m 维 正 态 律 分 布 . 

下 面 举 一 个 应 用 的 例子 . 

例 1 设 &,… ,bn 是 nn 个 按 N(0,1) 分 布 的 独立 随机 变量 ， 


6 了 二》 és 三 —— Dé -A. 


k=1 k=1 


则 EE 与 s? 是 独立 随机 变量 日 (n_1)s? 按 自 由 度 为 n_1 的 x?- 律 分 布 .E 按 xlo 
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分 布 , 因而 


按 自由 度 为 n 一 1 的 +- 分 布 律 分 布 
证 容易 算出 De -日 = 》 如 一 n&, 由 于 (和 ,名 ) 按 N(0,T() 分 
k=1 
布 其 中 Te 为 元 阶 单位 方 阵 


1 1 一 2 
V2x3v2x3v2x3 


坊 遍 坊 议 
是 一 nxn 正 交 方 阵 , 于 是 按 推 论 4, 7 = 上 4' 按 N(0,T) 分 布 , 因此 H,… ,mn 是 
按 N(0,1) 分 布 的 独立 随机 变量 , 且 由 44' = Tom) 及 7 = 上 4' 知 


mm = -记名 + 和 的 一 v 本 


和 总- €:€ = (nA4)(47) = 人 7 下 -六 


k=1 


因而 由 第 3 章 483.4 知 
n n n n—l 
DE- = 
= k=1 k=1 k=1 


与 mn 独立 , 于 是 s? 与 独立 . 再 由 X2- 分 布 律 的 定义 知 》,(& 一 8)? 按 自由 度 为 


E k=1 
一 1 的 多 - 律 分 布 . 最 后 按 t 分 布 的 定义 知 on. 按 4- 分 布 律 分 布 . 
由 此 容易 推出 , 若 乌 ,… ,&。 是 按 N(a,o?) 分 布 的 独立 随机 变量 ， 则 E 与 


i ) 独立 , 且 后 者 按 自由 度 为 n 一 1 的 x?- 律 分 布 , 且 
k=1 


Vn(€ — 0) 


3 
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按 自由 度 为 n 一 1 的 tt 分布 律 分 布 . 
II. 关于 x?- 律 的 性 质 . 由 86.1 例 6 知 自由 度 为 ”的 X2- 律 的 特征 函数 为 


(1 — 2it)- 2. (9) 


于 是 由 定理 3 知 具有 形 如 (9) 的 特征 函数 的 标准 分 布 函数 必 为 自由 度 为 ”的 x?- 律 
的 分 布 函数 . 因此 由 86.1 性 质 4 得 

推论 5 设 x3,… ,Xx? 分 别 是 按 自由 度 为 nk,k = 1,… ,7 的 x2- 律 分 布 的 独 
立 随机 变量 , 则 》, x? 为 按 自由 度 为 》 nx 的 x?- 律 分 布 的 随机 变量 . 


天 一 1 k= 


1 
由 86.1 性 质 4、 例 6 及 定理 3 还 立刻 得 到 下 面 的 
推论 6 设 x?,x? 分 别 为 按 自 由 度 为 w ma 的 x2?- 律 分 布 的 随机 变量 , ma < 
n,X? + =X,X? 与 独立 , 则 是 按 自由 度 为 n 一 ni 的 X2- 律 分 布 的 随机 变量 . 
证 由 86.1 例 6 及 性 质 4 知 


(1 — 2it)-3 = (1 — 2it)-2 fe(t). 


于 是 
felt) = (1—2it)- 2 . 


因此 , 由 86.1 例 6 及 定理 3 即 得 所 需 结 论 . 

2。 应 用 定理 3 可 以 得 到 实 随 机 变量 独立 的 判别 条 件 . 

定理 4 设 上 5 = (6 ,E48),k 二 1,.…,n 是 nn 个 随机 变量 ,& = (0 ， 
,车 9,k 二 1,… ,n 独立 , 则 & 的 特征 函数 


felt) = HV EO) Fee™). (10) 
t= (t(D,... ,0), £8 = (0, ,th)) € Re™), 
反之 , 车 & 的 特征 函数 
felt) = f(t1) . (tn pe (#9, i , t("™)), (11) 
tk) 一 (#6®),... , t#) ) € R™*), 
则 &0,k==1,… ,n, 独立 且 £W%) 的 特征 函数 
Rn (12) 


其 中 0% = (0,… ,0) € R(™*). 


86.2 ”逆转 公式 及 唯一 性 定理 . 339 . 


证 ”定理 的 第 一 部 分 即 86.1 性 质 4 的 第 一 部 分 . 今 证 定理 的 第 二 部 分 . 由 于 
mx > 1 的 情形 的 证 明 与 mx = 1 的 情形 的 证 明 完 全 一 样 , 因而 只 写 出 mx = 1 的 情 
形 的 证 明 . 

首先 , 由 86.1 性 质 2 及 (11) 知 


fe (te) = fe(0,:*: ,0, tp,0,... ,0) = f(tx) LL #;(0), 


j#k 
再 由 
fe(0,.… ,0)= [I fx:(0)=1 
天 三 上 
知 
lI fj(0) 一 元 0: 
于 是 (12) 式 获 证 . 


为 了 简单 , 以 下 不 妨 设 fi(0) = 1, 即 fi(t) 是 你 的 特征 函数 . 

车 [wb 的 2" 个 顶点 的 所 有 坐标 皆 属 于 C(Pe), 则 它 显然 是 Pe 的 连续 区 间 ， 
而 且 由 Pe 在 这 一 类 区 间 上 的 值 完全 决定 了 及 . 而 且 [ax,bx) 也 是 Re 的 连续 区 间 ， 
k 二 1,… ,n. 由 定理 1 及 Fubini 定理 


Ap,aPe = P(la b)) = dm, rn i 三 - 

@—itkak > Eitkrbk 

fete)dt -dtn, 
Ld 再 T ©—itkak sy €—itrbk 

i 1[y lim 一 一 一 一 一 大 人)dtk 


区 
a 一 oo 2 = k 


一 J Apias Pe... (13) 
令 入 
F(z) 和 II Fe,. (2), (14) 
k=1 
显然 F'(z) 是 概率 分 布 函数 且 


ApaF’ = [| Meas Fe,, 
k=1 


即 对 一 切 [a,5) 的 2" 个 顶点 的 每 一 坐标 均 属 于 C(&) 的 [a,b)， 


ApaF: = ApaF. (15) 
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仿 引 理 3 的 证 明 由 (15) 知 


Fe(z) = F’'(zx) = TI Fe, (2), 7 € RO™). 


k=1 
再 由 第 2 章 82.4 知 刀 ,…. ,独立 . 口 
(11) 式 也 是 一 个 使 用 方便 的 独立 判别 条 件 . 
习题 及 补充 
1. 求证 : 函数 


6 = ;h(t) = ;f(t) = 
各 为 具有 下 列 分 布 RE 


2ch—— 
2 


2. 车 五 , 丽 , 为 标准 分 布 函数 , 及, fo 分 别 是 它们 所 对 应 的 特征 函数 , f(t) = 
及 (f(t), 则 f(t) 对 应 的 标准 分 布 函数 


Fa = 人 Rls -yaraly) 


3. 设 F(z) 是 RD 上 有 界 分 布 函数 , f(t) 是 F(z) 的 特征 函数 , 试 证 : 对 F(zx) 
的 任意 连续 点 ob (a < b)， 


e 一 ta _ e-itb 
rg-za- 广 Ce 


其 中 Iz 表示 复数 z 的 虚 部 . 
4. 设 Ra) 上 有 界 分 布 函数 F(z) 的 特征 函数 是 f(t), 试 证 : 
i) 对 任何 实数 x 恒 有 


1 ni 
pi1(7) = ;Pp2(7) = — iF; D3(T) = 一 7， 
oh 4ch? 2sh 


jim 二 二 Je-ed= F(z +0) -Fe 一 0 
ii) 车 {zv} 是 F(z) 的 一 切 间 断 点 的 序列 , 则 
im 二 WPd= {P(e +0) -Fle — OF 


5. 设 标准 分 布 函 数 严 (z) 的 特征 函数 f(t) 对 Lebesgue 测度 可 积 , 试 证 F(z) 
的 导数 存在 且 


ma) = ef 
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即 F(x) 是 f(t) 的 Fourier 变换 . F' 和 f 互 为 Fourier 变换 对 . 

6. 若 标准 分 布 函数 是 绝对 连续 的 , 即 

F(zx) = | F'(t)dt, 
则 其 特征 函数 f(t) 在 |t| 一 co 时 趋 于 零 . 

7. 车 标准 分 布 函 数 F(z) 的 各 阶 矩 {an} 都 有 限 , 且 》` 所 t 具有 正 的 收敛 
半径 。 则 这 个 分 布 函数 F(z) 由 其 各 阶 矩 唯一 决定 (提示 : 只 要 证 F(z) 的 特征 
函数 f(t) 由 {ax} 唯一 决定 . 首先 利用 6.1.2 性 质 6 的 推论 知 : 当 we (-coe) 时 
jw = > 对 (iu 其 次 , 利用 


0 


f(t+u) 证 eittWrqF(z) 


n—l ( 


一 刘 十 2 人 mr 十 gn(cosw's +isinagal 
x etzdP(z) 
及 证 明 6.1.2 性 质 6 推论 的 方法 证 明 
LD 


从 而 证 明了 f(t) 在 te (-2c,2c) 的 值 由 {ax} 唯一 决定 . 使 用 归纳 法 可 证 对 一 切 自 
然 数 n, f(t) 在 te (nc,nc) 的 值 由 {ax} 唯一 决定 . 因而 获 证 .) 
8. 若 & 是 有 界 随机 变量 , 试 证 其 分 布 函数 F(z) 由 其 一 切 阶 矩 {ak} 决定 . 
9. 设 上 为 一 实 随 机 变量 . 若 对 任 一 实数 >， 
P(E <7)= P(E > -7), 


则 称 € 为 对 称 随机 变量 . 试 证 上 是 对 称 随 机 变量 的 充分 必要 条 件 是 fe(t) 为 实 函 
数 . 
10. 如 果 特 征 函数 满足 f(t) = 1+o(&),t 一 0, 则 f(t) 三 1. 


86.3 ”L-S 测度 的 弱 收 敛 


为 了 研究 特征 函数 的 收敛 性 与 分 布 律 的 某 种 收敛 性 之 间 的 关系 , 我 们 先 来 研究 
一 致 有 界 L-S 测度 的 弱 收 敛 . 关于 距离 空间 中 测度 弱 收 敛 的 理论 有 许多 学 者 进行 
研究 , 例如 在 [11] 中 有 较 深 入 的 结果 . 我 们 在 此 只 讨论 一 种 特殊 情形 , 即 R" 上 一 
致 有 界 L-S 测度 的 弱 收 敛 性 , 但 方法 是 带 有 一 般 性 的 . 
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6.3.1 测度 弱 收 敛 的 定义 

定义 1 设 4 是 Rm" 的 子 集 , d(z,y) = Vz 一 让-(z 一 Y)' 是 RM 中 点 zy 
之 间 的 距离 ， 

i) 车 ze 4 且 存 在 > 0, 使 


{y:d(z,y) <e} C4, 


则 称 z 为 4 的 内 点 , 称 4 的 一 切 内 点 的 集合 为 4 的 内 核 , 记 作 4°; 
i 车 ze Rom 且 对 一 切 e> 0 有 


{y :d(x,y) <e}N AAS, (1) 


则 称 z 为 4 的 极限 点 , 称 4 的 一 切 极限 点 的 集合 为 4 的 闭 包 ， 记 作 4. 
过) 称 集 合 有 一 4? 为 4 的 边界 , 记 作 84. 
iv) 车 4° = 4, 称 4 为 开 集 , 若 4° 是 开 集 称 4 为 闭 集 . 
定义 2 ” 设 {jx} 是 一 致 有 界 L-S 测度 序列 , 若 存 在 L-S 测度 j, 使 对 一 切 4 
的 连续 区 间 工 均 有 
Kxk(T) 一 p(TD) (2) 
且 
Hk(R™) 一 p(R™). (3) 


则 称 jw 弱 收 敛 向 pw， 记 作 jy 一. 

由 86.2 引 理 3 知 , 若 jx 一 > ,px 一 > bb, 则 j=, 即 弱 收敛 的 极限 唯一 . 

对 一 维 情形 ，RG) 上 L-S 测度 序列 jv 一 1 等 价 于 在 F(z) 的 连续 点 上 
及 (z) 一 F(z) 且 (+00) 一 下 (+oo). 其 中 及 ,已 分 别 是 jx, 所 对 应 的 标准 分 布 
函数 , 而 Fe(+00) = lim Fi(z), F(+00) = lim F(z). 对 概率 测度 而 言 , 分 布 律 弱 收 
敛 即 第 2 章 82.5 所 述 的 分 布 律 收敛 . 

测度 弱 收 敛 有 一 系列 等 价 形式 . 为 了 叙述 这 些 , 我 们 先 证 明 

引 理 1 设 jw 是 RW" 上 一 致 有 界 L-S 测度 序列 , yy 是 L-S 测度 , 若 对 一 切 
4 连续 区 间 I 都 有 Ar(D 一 AD, 则 对 任何 Re 上 的 有 界 连续 函数 9 及 任何 / 连 


续 区 间 了 工 均 有 
/ gduk 一 gadp. (4) 
I I 


证 设 |ux| < M,k = 1,2,… ,|g| < N.g 在 I 的 闭 包 了 上 一 致 连续 , 因而 任 给 
ze > 0, 总 存在 5 > 0, 当 d(zx, zx) < 6 时 jg(z) ~- g(z) < e. 


86.3 LL-S 测度 的 弱 收 敛 . 343 . 


再 由 86.2 引 理 1 知 存在 有 限 个 4 测度 为 零 的 ”- 1 维 超 平面 , 把 区 间 7 划分 
成 直径 小 于 5 的 小 区 间 , 设 为 ,12,… , Im, 这 些 区 间 都 是 / 连续 区 间 . 设 J; = 
[a),5 中 ). 令 
9°(z)= 29a )xr (2),z € R™), 
j=1 


则 g* 是 有 界 Borel 可 测 函 数 , 于 是 


/oo /om < fio-9 aut | f 90n- /row 
I I I I I 


< eM + ) lg(aD)N p(B) — p(B)+eM 


J=1 








+ 一 入 dk 


< 2eM + ND AD) — pr(T). 
j=1 


由 于 每 一 I 是 j 连续 区 间 , 故 当 大 一 co 时 


ey gan- J ga 
天 一 oo 了 了 


im | / 9d1 一 9GHk 
故 引 理 获 证 . 口 
定理 1 设 必 一 /9 是 Ron) 上 有 界 连 续 函 数 , 则 


gdpk — | 9d1. (5) 
frm = 


证 设 |g| < N, 由 于 /是 有 限 测度 , 并 由 86.2 引 理 1 知 , 存在 jy 连续 区 间 了 


< 2eM. 





再 由 的 任意 性 , 知 
= 0. 





使 
WR Dy 


再 由 jx 到 知 jx(R) 一 jp(R) 及 px(T) 一 AD. 故 当天 充分 大 时 


(n) cE 


/ gGHUKR 一 / gaph, 

I JI 

| / gdk — | gdH 
I I 


由 引 理 1 知 


故 当 & 充分 大 时 





运 三 
了 
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于 是 对 于 充分 大 的 包 
< 人 giant | gon = f gon + 人 [gldpx 


| /| gap 一 人 gdhk 
< Nu(I°) +e/3+ NAk(Ic) < c. (6) 


定理 获 证 | 口 
推论 ” 设 ux| < M,k = 1,2,… ,在 一 切 j 连续 区 间 了 上 jx(T) 一 AD,9 在 
Rn) 上 连续 , 且 当 ||z|| = Vz .mw 一 oo 时 g(x) 一 致 地 趋 于 零 , 则 


/ gdhk 一 1 9d1. 


证 ”由 于 |lzl| 一 ee 时 9(z) 一 致 地 趋 于 零 , 故 任 给 s > 0, 存在 /连续 区 间 也 
使 得 当 z € I 时 jg(z)| < 了， 因而 和 定理 1 中 证 明 (6) 式 一 样 证 得 此 推论 ，“ 口 

下 面 我 们 只 就 L-S 测度 来 证 明 测 度 弱 收敛 的 一 系列 等 价 形式 .一 般 距 离 空 间 
上 的 测度 弱 收 敛 , 证 明 方法 类 似 . 

定理 2 ” 设 {jx} 是 一 致 有 界 L-S 测度 序列 , yw 是 L-S 测度 , 则 下 列 命题 等 
价 : 

i) Ap 一 


ji) 对 Re 上 一 切 有 界 连续 函数 g( 记 作 ge C(R")) 有 下 i yd: 


ii) 对 RM 上 一 切 有 界 一 致 连续 函数 g( 记 作 ge U(R"))， 站 gd — / gd 
iv) dim Ak(OC) 和 HA(C), 对 一 切 闭 集 C; 











dim Ar(G) > KG), 对 一 切 开 集 G; 


Vv) dm Lx(4) = pu(4), 若 4(84) = 0,4e 多". 

注 1 Rom) 中 的 开 集 是 Borel 集 , 因而 闭 集 以 及 Borel 集 的 边界 也 是 Borel 集 ， 
请 读者 自 证 . 

注 2 车 pp 均 为 概率 测度 , 则 iv) 中 两 个 不 等 式 等 价 , 均 可 作为 jx 一 > 4 
的 充分 必要 条 件 . 

证 ”=> 让 为 定理 1 所 证 ; 

过 伪 过 ) 是 由 于 C(R™) DU(R®); 

往 证 语 )>iv): 对 Row 中 任 一 闭 集 C, 考虑 函数 


dlz, 0)S inb d(z,Y). 


它 是 Re") 上 一 致 连续 函数 (请 读者 自 证 ). 设 
Gi { :d(x,0) < 2 


则 C 和 Gs, 是 不 交 闭 集 . 若 令 


a(z, C) 
PT 


则 
0 和 | 加 (zj slzeRe) 


且 当 zeGec 时 f(z)=1, 当 zeEC 时 f(z) =0. 由 于 


. 1 
和 d(z,y) > 记 ， 


YEC 


易 证 对 一 切 m, fm 是 一 致 连续 的 , 且 
Xec < 1- fn < Xo,. 


再 者 , 易 证 G1 2 G2 2 … 且 门 Gm = C. 于 是 对 一 切 正 整 数 m 有 


Ex(0) sm {01 fm)ao 
由 ii) 及 1- fm EeU(R"M) 知 
Jim, {01 ma = 01- fm)an < plGm), 
即 
px(O) < HAGm). 
令 m -co, 由 测度 的 连续 性 知 
Bm px(C) < xm cn =A(O). 


m™m 


故 iv) 中 第 一 式 获 证 . 
往 证 iv) 中 第 二 式 : 对 任何 开 集 G, G* 是 闭 集 , 由 第 一 式 知 


dim ke(G°) 和 NGCD)， 
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即 
im [px( RE™)) — px(G)] < ARO) — KG). 
由 证 ) 取 9=1 有 
dim, tx (RY) = am /au = | 101 = AR) 
故 有 
Ji Lk(G) > p(G). 
故道 )=>iv) 获 证 . 
往 证 iv)=3v): 设 4 e ("有 是 1(84) = 0, 因为 
A°*cAcA 
且 
A(A°) = AKC4) = p(4), 
于 是 
H(A)= 4(4°) < 二 Kk(A) < mn Lx(A) < lim px(A) 
< im px(A) < p(A) = p(A). 
此 即 


dm px(A) = pA). 
最 后 , v)=>i) 是 显然 的 . 于 是 定理 获 证 . 口 
定理 2 中 i)-v) 都 可 用 作 距离 空间 测度 弱 收 敛 的 定义 . 很 多 文献 上 采用 第 二 种 
形式 . 
为 了 应 用 , 我 们 对 定理 1 作 如 下 的 推广 . 
定理 3 ” 设 jy- ,0C 是 Rm 中 的 闭 集 且 y(C) = 0.9 是 Rm 上 有 界 可 测 函 
数 且 在 Ce 上 连续 , 则 
J oo 一 1/ 


证 ”按照 定理 2 由 过) 一 iv) 的 证 明 , 对 一 切 正 整数 mm 取 
@G 太 三 { : d(z;,C) < 二 上 


可 d(x, C) 
fm(7)= d(x, C0) + d(x, Go) 
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则 i 在 Re 上 连续 ,0 < f(z)<1 且 


ZEC 
m={ eo, 


1， ZTEGS, 


由 于 Gm D Grubm = 1,2,… 且 间 Gm = C(Gm 表 示 Gm 的 闭 包 ). 故而 由 4 的 
有 限 性 及 测度 的 连续 性 有 


lim jy(Gm) = 141(C) = 0. 


对 任 给 定 的 s > 0, 存在 mo 使 (Go) < 3 其 中 M 是 g 的 上 界 . 
再 由 定理 2 的 iv) 知 


im Hk (Gmo) < L(Gmo)) 
一 co 


于 是 存在 局 , 当天 > i 时 jx(Gimo) < 人 


由 于 pn 号 ps9jin 在 RY 上 有 界 连续 , 由 定理 1 知 
lim, | 9fmoape = | gfmoap: 


故 存 在 bb, 当 E> 时 | /ojra / gfmotd < ef3. 
于 是 ， 当 k 之 max{k1, k2} 时 


| / gdhx 一 | gdn| < | 小 gdhx 一 / fmogdhk 
+| / fmogdhr 一 | fm +| / fmogadph 一 / gan 


网 (9 一 Jrmog)dMk +| f gtoape = join 


上 (9 一 Jrogjdl| 


9 人 








< 








十 





< 人 -fnamete/s+ fall fm)ap 
< Mur(Gmo) +ée/3+ Mu(Gmo) < <. 


因此 定理 获 证 . 口 
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6.3.2 “” 弱 紧 致 性 
一 个 测度 序列 是 否 存在 弱 收 敛 的 子 序列 ? 回答 是 否定 的 . 但 是 如 果 对 弱 收 敛 去 
掉 jx(R") 一 AR ) 的 要 求 , 则 有 下 面 的 定理 4. 它 在 证 明 特 征 函数 极限 定理 时 
起 着 重要 的 作用 . 
引 理 2 设 万 为 R 中 的 一 个 币 密 子 集 , Fp(z) 是 定义 在 D 上 的 不 降 函 数 ， 
则 由 等 式 
en Fp (y®) = F(7),7 € R(™, {vy(*)} CD (7) 
y 全 
(yb 1 z 表 示 gyG) < yl2) < … 且 yo 一 z) 定义 的 函数 F(z) 是 一 个 不 降 且 左 连续 的 
函数 . 
证 i) 先 证 由 (7) 定义 的 F(z) 是 Re 上 单 值 函数 . 设 ze Rom , 由 于 DD 在 
R™) 中 稠密 ， 故 对 任 一 E> 0， 有 一 2 三 (1 , Yn) € D 使 
Tj—E<Yy<Li,I)=1,.…,n. 
因此 可 取 一 序列 {y*)} Cc D 且 y(*) 1 z. 而 由 Fp(z) 的 不 降 性 知 对 于 这 个 序列 
{yt*)}, 极限 
lim FEp(y(9) 存 在 . 
VDTz 
故 欲 证 F(z) 在 Rm 上 单 值 确定 , 只 需 证 明 对 注意 {z(o} C D,{y} Cc DEAzT 
TU Tz, 


i (oO) = 1 (k) 
se 7 
而 欲 证 此 式 , 只 需 证 明 , 对 任何 ye D,y < z, 


lim Fp(z®) > Fp(y), {zr™} CD. 
站 人 


事实 上 , 因为 z( T z,y < z, 故 存在 ko 使 y < ztko) < z, 因而 由 Fp 的 不 降 性 知 


Fp(y) & Fp(z(*)) < Le Fp(z)), 
zk)TT 


故 由 上 述 分 析 知 由 (7) 式 定义 的 F(z) 是 RY 上 的 单 值 函 数 . 

这 证 明 F(z) 在 RW 上 非 降 设 z,y e Rom,z < y, 于 是 有 D 中 的 序列 
{z9}, {y(9} 存在 , 使 z%) T my Ty 由 于 rz 人 9 < xz < y, 故 对 每 一 k, 有 一 hx 存 
在 , 使 


zk) < yn) < y 
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且 hi <h。<.…, 于 是 
F(z)= lim Fp(z*)) < lim Fp(y(h*)) 
TK)TT y(t) ty 
= lim Fp(y®)= F(y). 
yt Ty 
it) 最 后 往 证 F(z) 左 连续 . 由 F(z) 的 定义 知 对 任 一 。 > 0, 有 一 ye D,y <z 


使 
F(z)—ée< Fp(y) & F(x). 


又 注意 到 R(z) 是 不 降 函 数 , 可 知 对 任何 满足 y< xz <z 的 zz' 都 有 
F(z)—e < Fp(y) & F(x) & F(z). 


这 就 证 明了 F(z) 的 左 连续 性 . 引 理 获 证 . 口 
定理 4 对 Reo 上 任何 一 致 有 界 L-S 测度 序列 {jw} 总 存在 子 序列 {jg} 及 
L-S 测度 岂 使 对 / 的 一 切 连续 区 间 工 有 


im per 人) = p(D- 
一 OO 


证 令 嘱 表示 Reo) 中 一 切 坐 标 都 是 有 理 数 的 点 的 集合 , 则 D 是 可 数 集 . 令 
(zx) 是 与 jv 相对 应 的 标准 分 布 函数 . 

i) 首先 证 明 存 在 及 的 子 序 列 在 D 上 收敛 向 非 降 函 数 Fp (7). 

把 D 中 点 排 成 序列 r 中 ,rl3…. ,考虑 数列 {五 (7 路 )}, 由 于 它 是 一 个 有 界 数 
列 , 因此 由 Bolzano-Weierstrass 引 理 知 它 有 一 收敛 子 序列 {五 (7 中 )}, 其 次 考虑 序 
列 { 五 k(r(2)}, 由 同样 的 理由 知 它 有 一 收敛 子 序列 { 丽 er))}, 应 用 数学 归纳 法 即 
能 证 明 在 {Fi} 中 存在 着 可 数 个 子 序列 { 瑟 上 ,= 1,2,.… 使 得 


{Fr} 2 {Fr} D {For} 2 … 


歧 
,lim Fir (7 中 ) 存 在 ,l= 1,2,…. 


于 是 {i(z)} 在 D 上 收敛 @. 令 
dim Fu(r) 一 Fp(r),r €D. 


由 于 每 一 i,(r) 非 降 且 对 一 切 mw < Dir < 7',ArrFu > 0, 因 而 Fp(r) 非 降 且 
Ar'rFDp 之 0. 


是 这 种 技巧 在 文献 上 通常 称 为 对 角 线 手续 (diagonal procedure), 是 一 个 常用 的 技巧 . 
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这 根据 引 理 2, 在 Rm 上 定义 的 
五 (z) 研 im 人 
是 RW 上 不 降 左 连续 的 函数 , 且 对 任何 wb e R(™,a < 5b, 由 于 


AsaF = lim ArrFED 之 0， 
T7 TD 


ria 


因而 F(zx) 是 Rm 上 分 布 函数 而 且 有 界 . 故 存在 有 限 测 度 jy 使 FF 是 j 的 分 布 函 
数 . 
这 ) 称 2" 个 项 点 均 属于 D 的 左 闲 右 开 区 间 为 有 理 区 间 , 在 有 理 区 间 类 上 定义 


php(mr)) =A-rFpir 所 7 mr ED. 


同 第 2 章 82.3 引 理 2 一 样 可 证 jp 是 有 限 可 加 的 . 今 往 证 对 一 切 有 理 区 间 了 及 区 
间 J, 车 了 CJ, 则 jp(7) <AD; 若 2 也 则 Ap zz 4(7). 

事实 上 , 若 T= mr) J = [a,5b), 由 于 7 Cc J* 必 有 a <7 < r' <4b, 于 是 存在 有 理 
点 序列 {7 中 }, {7 加 }, 对 每 一 正 整 数 ， 


rl) Zac<rgr <rt <b 
且 rt) 1 ar 的) T2. 因而 
A PD >ArrFp = pp(D). 
令 上 一 oo0, 由 三 的 定义 知 


MOJ)=MloD) = im Aw ,rw FD > pp(D). 


同 理 可 证 : 车 I? 2 7, 则 jp(7) > p(J). 
iv) 最 后 证 明 对 5 的 任 一 连续 区 间 J 


im Hek(J) = 4(D). 
事实 上 , 任 给 区 间 J, 存在 有 理 区 间 序 列 {7}, 使 


I? OT I? D1=1,2,... 


门 五 = 了 


86.3 L-S 测度 的 弱 收 敛 , 351 . 


由 这 ) 知 对 任何 正 整 数 1， 
HAT) > up(lni) = iim Lkk(l+r1) > im pxx (7). 


令 ! 一 oo 即 有 

A(J) > Dim px(). 
同 理 可 证 

HAT) < ea Lkk(). 


若 J 是 的 连续 区 间 , 则 
AI) = AI) = p(T°). 
故 有 
im Hek(J) = 从 JJ， 口 


习题 及 补充 


1. 设 4 是 R("m 中 的 开 集 , 试 证 4 是 以 4 中 有 理 点 为 中 心 、 有 理 数 为 半径 的 
可 数 个 开 球 之 并 (因而 Re) 中 的 开 集 是 Borel 集 ). 

2. 设 A Cc Rom,d(z,4) = inf d(z,y). 试 证 d(z, 4) 作为 z 的 函数 在 RW" 上 一 

3. 设 jx,k = 1,2,… ,kh 是 Rm) 上 L-S 测度 , 试 证 yx 一 ;4 的 充分 必要 条 件 
是 对 / 的 一 切 连 续 区 间 了 ,yx(7) 一 AD 且 对 任何 s > 0, 存在 o,5e Rm 使 得 对 一 
切 正 整数 ,yx([a, 5)°) < &. 

4. 设 瑟 是 Re) 上 LS 测度 5 的 标准 分 布 函数 , 则 在 任何 一 个 与 所 有 坐标 轴 
不 垂直 的 直线 上 书 至 多 有 可 数 多 个 不 连续 点 . 

5. 设 肪 , 瓦 天 = 1,2,… 是 Rom 中 有 界 标准 分 布 函数 , 如 果 对 F(z) 的 一 切 连 
续 点 肪 (z) 一 F(z) 且 (+00) 一 下 (4+00), 则 称 所 -FF. 试 证 及 -2 严 的 充分 必 
要 条 件 是 及 (+oo) 一 FF(+o0) 且 在 Reo) 的 一 个 稠密 子 集 上 F(z) 一 F(z). 

6. 设 刀 为 Ron) 中 的 LS 测度 , 称 4 e 多 Mm) 为 1 连续 集 , 若 (84) = 0. 试 证 : 
一 切 y 连续 集 构成 集 代 数 . 

7. 设 记 是 Rm) 上 有 限 L-S 测度 , 多 是 1 的 一 切 连续 区 间作 成 的 类 , 试 证 多 
具有 以 下 性 质 : 

i) YY 对 有 限 交 封闭 ; 

i 有 中 的 任意 开 集 是 多 中 有 限 或 可 列 个 集 之 并 . 

再 者 , 车 多 是 任 一 包含 Re) 的 具有 上 述 性 质 的 多 ("m) 的 子 集 类 , 且 对 一 切 
Ae WY, hx(A) 一 pA), 则 jr 一 As} 是 RD 上 一 致 有 界 L-S 测度 序列 ). 
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8. 设 jx,4 是 RO 上 的 L-S 测度 , jx 一 > 1,g(z) 是 (-o0,a] 上 的 有 界 连续 函数 ， 
XA({a}) = 0, 试 证 


| (ja — | ,Sa)din (k= 00): 


9. 设 所 ,FF 分 别 是 jv,p 的 标准 分 布 函 数 ,二 1,2,… 试 证 : jk 一 > 4 的 充分 
必要 条 件 是 及 -2 厂 


$6.4 特征 函数 极限 定理 


在 引言 中 我 们 述 及 : 不 仅 特 征 函数 与 分 布 律 之 间 存 在 一 一 对 应 , 而 且 在 特征 函 
数 的 极限 函数 与 分 布 律 的 某 种 收敛 意义 下 的 极限 分 布 之 间 也 存在 着 对 应 关系 . 这 一 
节 我 们 就 着 手 解决 这 个 问题 . 本 节 的 讨论 仍然 是 对 有 界 L-S 测度 及 其 特征 函数 进 
行 的 . 

下 面 的 定理 是 86.3 定理 1 的 特殊 情形 . 

定理 1 设 {jx} 是 Rm) 中 工 -$S 测度 序列 且 jv 一; 1, 则 jx 的 特征 函数 必 收 
化 向 / 的 特征 函数 . 

现在 我 们 来 解决 相反 的 问题 . 为 此 先 引入 

定义 1 设 f 是 有 限 L-S 测度 的 特征 函数 , 称 Rm 上 的 函数 


ja ”=-/ 而 f(t, ,tn)dti: dtn， 


(U1,:** ,Un) € R® (1) 


为 / 的 积分 特征 函数 . 

由 于 f(b,… ,tn) 在 任何 (1,… ,tn)(E RW") 点 连续 , 故 对 任何 w= (wi1,…， 
un) E R‘™, 

O" f(w1,:.. ,un) 
Du ,Oun, 

因而 w 的 特征 函数 由 它 的 积分 特征 函数 唯一 决定 . 故 j 由 其 积分 特征 函数 唯一 决 
定 . 即 积分 特征 函数 与 有 限 L-S 测度 也 是 一 一 对 应 的 . 

引 理 1 设 志 是 有 限 L-S 测度 的 积分 特征 函数 , 则 


ja) = [Hs 
RO™) 天 


= fa ,Un). (2) 


EivkTk 二 过 1 





du(z1,:** ,Tn). (3) 
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证 因为 


Fo Ss 并 eof > om] 


= 
xdy(z1,.** ,Tn)dti:* dtn, 


其 中 里 层 积分 是 L-S 积分 , 外 层 积分 是 R 积分 . 而 由 于 特征 函数 是 t,…. ,如 的 连 
续 函数 , 故 也 可 以 看 成 工 积分 由 


由 于 em 全 2 pae | 在 可 测 空间 (RD x R284 x BY,hx 用 的 可 测 集 
k=1 
Rn x 五 wu, (参看 注 ) 上 是 可 积 的 , 其 中 R = RD ,9 = 8B(m ,i 二 1,2,4 是 


Rm) 上 的 工 测度 . 因而 根据 Fubini 定理 交换 积分 次 序 , 即 得 (3) 式 . 口 
在 以 下 的 氢 述 中 , 如 无 特别 声明 , f,f 分 别 表示 Rw 上 L-S 测度 4 的 特征 函 
数 和 积分 特征 函数 (或 带 有 足 码 ). 


定理 2 设 {jw} 是 Rm 上 一 致 有 界 LS 测度 序列 , 则 以 下 二 条 件 等 价 : 

i) 存在 有 限 L-S 测度 jy, 在 y 的 每 一 连续 区 间 上 yx(7) 一 p(7). 

ii) 有 一 某 一 g. 

在 上 述 条 件 成 立时 g 即 / 的 积分 特征 函数 , 即 f= 9 

证 a) 车 i) 成 立 , 由 于 对 每 一 7 二 ! 对 给 定 的 ul 是 有 界 且 连 续 的 . 当 





n 色 让 


zj| 一 co 时 极限 是 零 , 故 函 数 下 (zi …… ,Zn) 的 函数 满足 86.3 定理 


1 推论 的 条 件 , 于 是 由 引 理 1 及 上 太 推 论 知 对 任 一 (wi,… ,un) < RW, 当天 一 oo 
时 





n 3 
eivizl 三 本 


f 21， Un) - d, TZ1…… ,0 
fr(ul ) 人 .HI Hk (Z1 1) 





从 Bd | 


1 dp(z1,°* ,Tn) = flu1, ,un) 


b) 车 所 一 g, 由 $6.3 定理 4 知 存在 子 序列 {jw} 及 有 限 L-S 测度 , 使 对 
的 一 切 连续 区 间 工 有 jw (7) 一 AD. 
由 假设 知 有 一 9. 但 由 a) 及 {jw} 满足 条 件 i) 知 lim 有 = 所 故 f=g. 


人 确切 地 说 , 积分 大 人 可 以 看 成 形 如 cy ff 的 积分 , 其 中 表示 wi,… ,un 中 


Tul un 





负数 的 个 数 , 而 
Juan = {(t1, 0 ,tn) : 万 在 0 与 i 之 间 ,i 三 1 ,2}. 
在 定理 以 下 的 证 明 中 都 作 这 样 的 理解 . 
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以 下 往 证 对 jy 的 任 一 连续 区 间 了 
Kx(D) 一 所 全 
用 反 证 法 : 若 所 述 论断 不 成 立 , 必 存 在 一 关于 / 的 连续 区 间 五 使 得 
px(1o) # A(1o)， 


可 选取 {jw} 的 子 序列 {jv} 使 


Wx" (7o) 一 Mo # 4(10). 
利用 上 节 定 理 4, 必 存 在 一 个 {jr} 的 子 序列 {jw} 及 jo, 使 得 在 jo 的 一 切 连 续 
区 间 7 上 ， 
px (7T) 一 polD). 


这 时 jo 尖 内 . 因为 车 五 不 是 jo 的 连续 区 间 , 则 显然 lo 了 jp, 若 ho 是 jo 的 连续 区 
间 , 则 


Ho(zo)= lim pxm(1o)= lim pxr(1o)= Mo # 4k(10). 
天 /0 一 oo 大 /7 一 oo 


所 以 仍 有 jo 关 . 另 一 方面 , 由 前 述 证 明知 po 的 积分 特征 函数 也 是 g, 即 / 与 po 
有 同一 积分 特征 函数 . 这 与 有 限 L-S 测度 由 其 积分 特征 函数 唯一 决定 矛盾 . 定理 
获 证 . 

定理 3 ” 设 {jx} 是 一 致 有 界 L-S 测度 序列 . 若 fi 一 9,a.e. (对 工 测度 ), 则 
存在 一 有 限 L-S 测度 /, 在 j 的 任 一 连续 区 间 上 


Lx(T) = 4(T) 
9 = jg = /eran(e) ae (WN 工 测度 ) 
证 因为 fh 一 9,a.e., 并 且 fi 是 一 致 有 界 连续 函数 , 因此 9 是 a.e. 有 界 可 测 
函数 . 根据 控制 收敛 定理 有 一 9, 其 中 9 由 下 述 积 分 定义 : 
un sin) = Cf, > fs ,tn)dt .dtn, 


由 定理 2 知 存在 L-S 测度 几 使 对 一 切 / 的 连续 区 间 


Lx(T) = 4(D) 
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且 jp 以 3 为 其 积分 特征 函数 . 即 对 一 切 (wi,… ,wn) < RW" 


Ou an) = fur, un). 


由 于 
On flu ,tn 
TE = fl sun) Can ER 
因而 :二 全 条 在 
Du1 .Dun 
Dn"g(0 ,Un) On f(u1,.:: , Un) 
pT 
一 f(u1,: 2 ,Un), (U1,* , Un) € R™). 
但 由 $ 的 定义 知 
人 = g(w1,… ,Un),a.e.( 对 工 测度 ). 
因而 


f= ga.e. (对 工 测度 ). 口 


现在 , 我 们 证 明 特征 函数 极限 定理 . 

定理 4 车 jx 一 ; j, 则 fi 一 f; 反之 , 若 {jx} 一 致 有 界 且 fi 一 9 其 中 
g(t1,… ,tn) 在 (0,… ,0) 处 连续 , 则 有 一 有 限 L-S 测度 / 存在 , 使 得 姑且 
f=9. 

注 ”定理 的 后 一 部 分 也 称 为 特征 函数 的 连续 性 定理 . 

证 ”定理 的 前 一 部 分 即 定理 1, 今 证 后 一 部 分 . 

设 {jv} 有 界 且 f 一 9 则 由 定理 3 知 存在 一 有 限 L-S 测度 /在 的 任 一 连 
续 区 间 I 上 

Lx(D) 一 AD 


只 要 证 明 jx(R") 一 AR), 定理 即 获 证 . 事实 上 , 由 定理 3 知 
= 9,a.e. (ZL 测度 ). 
因而 若 wi,… ,wun 皆 大 于 零 时 
Fr 一 ss 和 dt 
Fa [ [ re 
由 于 f 和 9g 均 在 零点 连续 , 因而 
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1 x 
R77)) = i i 二 Se 
nL( ) f(0, ,0) en U1 Un Jul， , Un) 


| 1 Dt Un 
a | |/ g(t ,tn)dt1i::. dtn 
= g(0,.… ,0) = lim fr(0,. ,0) = im px(R™)). 
这 就 完成 了 证 明 . 口 
下 面 我 们 举例 说 明 特征 函数 极限 定理 在 概率 论 中 的 简单 应 用 , 更 重要 的 应 用 在 
第 8 章 中 将 会 见 到 . 
定理 5(Xwzqwa 定 理 )” 设 {&%} 是 独立 同 分 布 随机 变量 序列 , 且 它 们 的 数学 
期 望 有 限 , Eé, = a, 则 对 任何 s > 0， 
1 nn 
lim P| | 一 Ek 


证 i) 首先 注意 , 若 能 证 明 





< = =1. (4) 








1 n 
Tn 二 一 (éx — 0) 


的 特征 函数 
fnn(t) = 1, (5) 
则 定理 即 获 证 明 . 因为 由 定理 4 知 , 若 (5) 成 立 , 则 有 一 RO 上 的 L-S 测度 p, 使 


局 ,一 1 


且 4 的 特征 函数 是 恒 为 1 的 函数 . 由 特征 函数 和 L-S 测度 相互 唯一 决定 , 显然 1 
是 集中 在 原点 的 概率 测度 , 即 


A(RYV) = A({OH) = 1 


于 是 不 以 原点 为 端点 的 任何 区 间 都 是 / 的 连续 区 间 . 由 为. 一 知 对 任何 。 > 0， 








lim P 1 一 Q| < : = lim P,,((—e,ée)) 
n—o0 | n—00 
> 
又 因为 P 是 概率 , 故 








1 n 
lim Pl | 一 二 = |. 
lm.P (| De -dl<e) 
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让 往 证 (5) 式 . 令 总 一 总 -on = 1,2.… 则 由 假设 知 {多} 为 独立 同 分 布 且 
数学 期 望 为 零 的 随机 变量 序列 , 且 m= 》` 竺 . 于 是 , 由 86.1 性 质 3, 4 知 
天 一 1 


m=IAs0= I (t) = 1/()| 
天 一 1 k=1 
其 中 f(s) 为 & 共同 的 特征 函数 .由 于 Bé = 0, 故 由 86.1 性 质 6 即 得 /人 
1 + 人 (: 村 小 于 是 当 t 给 定时 ， 


Ry 


= (2) Gt 


故 (5) 式 获 证 . 即 (4) 式 成 立 . 口 

定理 6 设 {e} 为 n 维 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 其 数学 期 望 与 相关 方 阵 
有 限 , 且 BEE = m, 而 &(*) 的 相关 方 阵 D 是 满 秩 的 , 则 对 任何 x = (zl…… ,zn) € 
R(™, 


Ai (六 > De® —m) < =) 


(27)3 or 次 © 


证 令 1 =E 一 = (9 -rm -ma 则 7 为 独立 同 分 布 且 
过 基 和 的 随 机 交 晶 放 列 而 7 的 二 阶 原点 矩 方 阵 即 D. 故 由 $6.1 性 质 3， 


4 知 去 站 的 特征 函数 


N 
Te 
其 中 f(&1,… ,如 ) 为 了 的 共同 特征 函数 . 由 于 En(*) = 0, 故 由 86.1 性 质 7 即 得 


[( 浙 一 贡 )- 南 袜 oo 人 计生 ) 


其 中 dj = E(é9 -moj)( 人 9 一 mz), 于 是 当 (t1,… , 刀 ) 给 定 且 N 一 o0 时 


-1 这 1 
pgf( 洁 ,… : , 茵 )- 起 于 wsnto 人 (地 
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log fn (ti, Wk, ,tn) = -3tDt 十 o(1) 一 人 -StDY(N 一 全 oo). 
因而 


fn(ti, ,tn) oe Pt , (N 一 co). 


但 e-itp* 是 N(0,DD) 的 特征 函数 , 它 自然 在 零点 连续 , 故 由 定理 4 知 一 = 充 关 " 


的 分 布 (简称 作 Py) 弱 收 敛 向 N(0, D) 的 分 布 ( 记 作 门 . 而 对 N(0,D) 
言 , (一 00, x) 边界 的 测度 为 零 , 故 由 $6.3 定理 2 知 ， 


Py((~00, 7)) = p((—00, 7)), 


即 对 z = (zl1…… ,zn) € RO™), 


1 1 


一 1 


三 = #tDt dti:: 


此 即 (6) 式 . 口 
我 们 用 特征 函数 极限 定理 来 证 明 86.2 定义 3 的 合理 性 . 
定理 7 设 D= (dp) 是 一 nxn 非 负 定 方 阵 , mm = (m1,… ,mn) 为 一 n 维 
实 向 量 , 则 函数 
1 
和 ,tn) = cp 人 :7 一 joe} 


是 某 一 n 维 随机 变量 的 特征 函数 . (这 个 ” 维 随机 变量 称 为 按 ” 维 正 态 律 分 布 的 . 
若 |D| 关 0, 则 称 为 满 秩 的 , 若 |D| = 0, 则 称 为 降 秩 的 .) 

证 当 |DIX#0 时 , 则 万 为 一 正定 方 阵 , 由 $6.2 推论 1 知 f(t) 是 N(m,D) 的 
特征 函数 . 今 往 考虑 |D| = 0 的 情形 . 

DD 是 nxn 非 负 定 方 阵 , 即 对 任何 (41,… ,th) € RD 且 (ti1,… ,tn) (0,:… ,0) 
都 有 

tD# = 3》 djrtitn > 0. 
j,k=1 


于 是 对 任 一 e > 0 及 te Rm,t 关 (0,… ,0) 都 有 
t(D+el)t =tDt +et:t >0. 


其 中 表示 n x 单位 方 阵 , 即 D +eI 是 n xn 正定 方 阵 . 因此 
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1 
fal to) = exp {tm — BD + ED 


是 N(m D+ 7 的 特征 函数 ,显然 当天 一 oo 时 


fit) = f(t),t ee R™ 


且 f(t) 在 (0,0,… ,0) 处 连续 . 故 由 特征 函数 的 极限 定理 知 f(t) 是 某 一 RY 上 
L-S 测度 的 特征 函数 且 具 有 正规 性 , 与 此 特征 函数 对 应 的 标准 分 布 函数 是 概率 分 布 
函数 . 因而 存在 随机 变量 以 f(t) 为 其 特征 函数 . 

最 后 , 我 们 应 用 特征 函数 的 极限 定理 及 测度 弱 收 敛 的 理论 得 出 一 个 在 统计 中 很 
有 用 的 结果 . 

定理 8 设 g 是 RW" 上 任 一 有 限 可 测 函 数 , 且 在 Re - D 上 连续 , 其 中 万 
是 闭 集 且 P(D) = 0. 6 和 = 12… 为 n 维 实 随机 变量 , 若 fcr)(t) 一 fe()， 
对 一 切 te Rm 成 立 , 则 


facew) (bt) = foce) lt),t € RY. 


证 ”由 few) 一 fe 及 定理 4 知 Pe 一 Pe. 对 任意 给 定 的 te RY,exp{ig(7z): 
直 是 Rm) 上 有 界 可 测 函 数 且 在 Re) - D 上 连续 , 应 用 6.3.1 定理 3 知 


fatete)) (t) 一 人 edFem es ed 二 je 人 ， 口 


举 两 个 例子 说 明定 理 8 的 应 用 . 

例 1 设 拓 是 按 N(0,D) 分 布 的 ” 维 随机 变量 且 |D| 关 0, 若 fe 一 大 则 
ED-LEO 的 极限 分 布 是 自由 度 为 n 的 X2- 分 布 . 

事实 上 , 由 线性 代数 知 存在 正 交 方 阵 C 使 


o? 0 
CDC’=A= : 
0 02 


O1 0 
| | CC 一 ECL4- 主 . 
0 On 
则 的 特征 函数 


f(t) = fe(tA-30) = o-$tA-3CDC’A- Ev = e-¥tt 
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即 < 服从 标准 正 态 分 布 . 令 =C.C, 则 9 是 自由 度 为 n 的 x- 变量 . 但 
n=C:C =€0 3 .AiCe 一 DT 
因此 &D-!&’ 是 自由 度 为 n 的 x?- 变 量 . 根据 定理 8, 令 
g(z) = zD-lz/. 


则 
fecw) p-iecxy’ (t) = fgcecw)(t) = fae) (t) = fep-1e'(t), 
即 DT E(w 的 极限 分 布 是 自由 度 为 n 的 x?- 分 布 . 
例 2 车 & 按 N(0,1,) 分 布 , 其 中 是 mn 阶 单位 方 阵 . 2(6) 一 名 (8). 设 


n 
ee 
五 二 一 》 2 
j) 
n 
j=1 


VB — 3 


i -| 2 生 ， 当 存在 ;大 9 使 r 关 时 
0， 当 z1 = zz =… = zn 时 . 


则 多 (h(& 鸭 )) 一 儿 (h(&)) = 儿 (tn-1). 其 中 乡 (tn-1) 是 自由 度 为 n 一 1 的 龙 分布. 


注意 到 zl = za = … = zn 的 集合 为 工 测度 为 零 的 闭 集 , 因而 对 测度 Pe 而 言 
也 是 零 测 集 , 应 用 定理 8 即 得 所 需 结论 . 
习题 及 补充 


1. i) 设 &、 是 按 Poisson 律 分 布 的 随机 变量 且 BEA = 入 试 证 : 当 入 一 co 时， 


A A 的 分 布 律 收敛 于 正 态 律 N(0, 1). 


这 设 6 是 按 三 分布 律 








分 布 的 随机 变量 , 试 证 当 r _，oo 时 ， i 的 分 布 律 收敛 于 正 态 律 . N(0,1). 
i) 车 L_S 测度 的 特征 函数 及 () 一 了),(t e RM) 且 f(t) 在 零点 连续 , 则 
a 
ii) 车 特征 函数 f(t) 一 了 (#), f(t) 在 零点 连续 , t& 一 to, 则 (tx) 一 f(t0),to € 
Reo，( 提 示 : 利用 特征 函数 极限 定理 及 上 节 引 理 1 及 定理 1 的 证 明 .) 
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3， 如 果 y(t) 是 特征 函数 ,w(t) 是 这 样 的 一 个 函数 ， 对 于 某 一 数列 {hh}( 在 
nn 一 oo 时 hn 一 00), 乘积 
P(E Yhnt) = fn(d) 
也 是 特征 函数 , 则 函数 w(t) 是 特征 函数 . 
4. 将 XmHea 定 理 推广 至 多 维 情形 . 设 5 = (£ 扑 ,…. ,E48) 是 mm 维 独立 同 分 
布 的 随机 变量 序列 . (9,… , 约 ) = (a1,… ,am) = a. 则 对 任 给 的 s > 0， 


P ( (3 ee) < :] 1. 
k=1 


(提示 : 可 用 多 维特 征 函数 直接 证 明 , 也 可 以 利用 定理 5 的 结果 .) 
5， 设 {tn} 是 随机 变量 序列 , 用 Bo" 表示 &% 的 二 阶 矩 , n = 1,2,…. 车 
Bon 有 界 , 则 存在 {&%} 的 子 序列 {&%。} 依 分 布 律 收敛 ，( 提 示 : 考虑 > po,n = 


Oo 一 Q 十 oo 
/ zdFe, (7) > a? dFe, (7) +a? x if dFe, (x). 从 而 有 


E> Pe (0) +1— Fe,(0) =1- [Fe, (0) ~ Fe, (a)). 


取 a 充分 大 , 可 使 1 [本 (a) - (a)] < e 一致 成 立 .) 

6. 设 {&} 为 随机 变量 序列 , Bn 表示 &% 的 7 阶 矩 . 车 Bn 皆 有 限 且 对 一 切 
7 im Brn = B. 有 限 , 则 

iD 车 多 (&) 一 纪 (€), {Br} 即 乡 (6) 的 矩 序列 . 

i) 车 {8.} 唯一 决定 一 个 概率 分 布 函数 F(z), 则 


庆 - 之 二 所 


7 设 的 分 布 律 为 PS),S < 80),{51,.… ,5,} Cc 外 且 两 两 不 交 , 》 8k = 


k=1 
ROD,P(S;) = pi > 0， {tn} 是 与 上 同 分 布 的 独立 随机 变量 序列 . 对 任意 自然 数 mw， 
设 vm 表示 6 ,é 的 值 属于 8) 的 个 数 , 则 


7 (ztn) 7D 2 
2 |] » ZX.1), 


nn 
和 1 人 


其 中 x?_1 表示 自由 度 为 > - 1 的 x2- 变 量 . 提示 : 按 以 下 步骤 证 明 : 
iv = (v4.… ,wm) 服从 多 项 分 布 


fum) (2) 一 (Die 和 于 pretr)™; 
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ii) 令 


filt) = Pref(6), 


其 中 
1 一 D1 一 VPip2 … —VPiPr 
VP1 
D= = 一 | : |(vVPr VB 
VPr 


一 VDrD1 一 VDrD2 …， 1—pr 
ii) 对 二 次 型 1Dt, 存在 正 交 变换 Cu = tC 且 vr = Sy 使 itDt = 
j=1 


E 2 LE 7r—1 
了 
2 (D8) =》 地 -如 =》 好 . 则 C'DC = ( | 令 上 人 nmC， 
j=1 j=1 j=1 j=1 0 0 
则 
fe(w) = f(uC') =e-¥0 PO se 


因此 & 是 按 N(0,C'DO) 分 布 的 ( 降 秩 的 正 态 分 布 , &t' 按 自由 度 为 7+ 一 1 的 x2- 分 
布 . 但 
n°7 =é€0'Ce = 经. 
因此 wm .7 按 自由 度 为 + 一 1 的 X2- 分 布 ; 
iv) 令 
g(z) = g(z1,°** ,17) = > 7? 
j=1 


是 Re) 上 连续 函数 . 
g(7) = 7:7. 
由 /的 的 一方 由 (nm 一 co), 利用 定理 8 知 
fn (b= fo (t), 


即 得 所 欲 证 . 
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8. 设 上 5 是 n+m 维 随机 变量 , 且 
few 的 了 一 让 


设 了 7 = (Et ， Ay ,0 ) CK) 二 (£0 “" je [él®)] 0 的 概率 为 1,k 一 1 2 es 
(k) . ok) 
试 证 了 一 了 的 极限 分 布 是 自由 度 为 n,m 的 下 分布. 


NC) .CE 
86.5 ”特征 函数 的 非 负 定 性 


一 个 函数 具备 哪些 性 质 , 才 是 某 一 L-S 测度 的 特征 函数 ? 即 什么 是 特征 函数 的 
定义 性 质 ? 这 一 节 就 要 解决 这 个 问题 . 

若 f(t) 是 L-S 测度 / 的 特征 函数 , 则 由 6.1.3 知 f(t) 是 RW 上 的 连续 函数 
且 对 任何 正 整 数 m 及 复数 ql,… ,am 以 及 任何 0D ，… ,tm) € RO， 


CR ttt) ,zr 
ps 大 )ajGk = 人 be 
这 个 性 质 我 们 叫做 jb,te Re 具有 非 负 定性 . 我 们 将 证 明 Rm) 上 具有 非 负 定 性 
的 连续 函数 必 为 某 一 有 限 L-S 测度 的 特征 函数 , 特别 还 有 f(0) = 1, 则 必 为 某 一 no 
维 随机 变量 的 特征 函数 . 

为 了 证 明 上 述 命题 , 我 们 给 出 下 述 

定义 1 设 T = {kc:k= (ki,… ,kn),kj; € j= 1,… ,nm}, 其 中 J 表示 一 
切 整数 组 成 的 集合 , c > 0 为 常数 . 若 f(t) 是 定义 在 Tt") 上 的 一 个 有 限 函 数 , 且 对 
任何 m 及 复数 al ,am 以 及 tt ET ,7 = 1,.… ,m, 


i >0. (1) 





m™m 
Dy HG —t))ayak >0 
J,k=1 


成 立 , 则 f(),te To) 称 为 Tm 上 的 一 个 非 负 定 函数 . 
由 于 方 阵 (f(t0) -to)) 是 Hermite 非 负 定 的 , 故 有 
引 理 1 若 f(t) 是 To) 上 的 非 负 定 函 数 , 则 


f(0) > 0, f(t) = fF0), IF < fF(0), te T™). (2) 


定理 1 设 T®m) = {kc: k= (ky ,kn), kj; ED I=1,. ,nn}, 则 f(t),t eT 
是 T) 上 的 非 负 定 函数 的 充分 必要 条 件 是 它 在 Tw) 上 与 一 特征 函数 


/ eitz dy(z) 
(=; 
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相等 , 其 中 | -| 表示 Rew 中 集 {ue zn) :on| < 人 k= nj}, 是 
满足 条 件 i 
ee 
的 L-S 测度 . 
证 ”对 任 一 正 整 数 m 及 z= (zl ,zn) € RO 
0< 下 六 >》, fljc— koe iG-k) 
(0， es 大 入 (mm 一 1 人 
?7 一 1 7 一 1 
Sy pa Pe 
N11=0 jn=0 ki1=0 kn 二 
st de —ic 之 (ji—ki)z 
= . Ini| (ra 
sg 3 
—ic 六 TIZL 
x jlric ,rnclje = 三 Gm(z ,Tn). (3) 


则 Gm(z) 为 Rw) 上 非 负 有 界 可 测 函数 . 令 


Dm(Z1 Zn) -人 (去 ) CGm(Z1…: ITm)X[ 一 三 ， sj(Z1 … ,Znm), (7Z1…… ,Zn) E Rn) 


mm 加 = 人 /pe son) de ao B EB". 
则 


E (去 ) 记 拘 四 有 Gm(Zzl ,Tm)dz1 dzm 


| 
Wl 
2 
二 
Ma pt 
We 
一 
全 
< 
Ms 
< 
SS 
[od 
oO 
3 
RS 


YL 一 一 ?1 Tm 一 一 ?7 


Xx II 世 je cd 二 f(0, Vr , 0). (4) 


由 86.3 定理 4, 对 测度 序列 {jm} 存在 子 序 列 {jm} 及 有 限 L-S 测度 ,使 对 4 的 
一 切 连 续 区 间 I 有 
Lm (T) 一 AD (5) 
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对 于 任何 包含 | - 人, | 的 连续 区 间 [6,b) 有 
Lm’' ([a, b)) 一 Lm'(R™) Es f(0, WE ,0). 


因而 jp([a,)) = f(0,… ,0). 令 a 一 00,b6 一 co, 即 得 AR) = f(0,… ,0), 亦 即 
How 人 由 特征 函数 极限 定理 知 当 mm' 一 co 时 ,pw 的 特征 函数 fw(#) 应 以 j4 的 
特征 函数 为 极限 , 即 

lim fm(t) = | eitz dh 
但 


fm(ck1,::. ,ckn) = ea 


一 E lt Ea : ic(k:z’) 光 人 Ge 
(去 ) VA / CGm(zZ1， ,Zn)dzl ,dTn 
k kn, 
加 (4 一 皇 】 … ( 一 名 flcki,::: ,ckn),ck € T(™). 
于 是 , 对 于 固定 的 k= (ki1,… ,kn), 令 m 一 o0. 得 
im fm(ck1,.. ,Ckn) = cpl ,ckn). 


因此 
flchk, a , Ckn) = f esr anle) ckE Tm). 


即 /与 /的 特征 函数 在 T0) 上 相合 . 0 
现在 来 解决 本 节 开 始 所 提出 的 问题 . 
定理 2(Bochner-XxHuxH 定理 ) ”Rom) 上 函数 f(t) 为 某 一 L-S 测度 的 特征 
函数 的 充分 必要 条 件 是 f(t) 为 连续 的 非 负 定 函 数 . 
证 ”条件 的 必要 性 显然 , 今 往 证 充分 性 ， 
令 TI = 全 :k= (ky, ,kn),k; € J ,i= 1 中 其 中 ,7 为 整数 集 . 则 


f(t) 是 TW? 上 的 非 负 定 函数 (m 为 任意 正 整数 ). 故 由 定理 1 知 对 每 一 m 有 一 L-S 


f 和 =] ei(w)'7 djm (7) ke Tm), 
mm [一 mr,rmr] "mm A 


其 中 [一 mr,mz] 表示 集合 {(z1,… ,Zn) :一 mn < Zimanl = 1,…,n} 而 jm 满 
足 条 件 ; 
lm(R®™ — -mn, mr]) =0, pm(R'™) = f(0). 


令 
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fnlt) = er dp ta) te RO 
Rn) 


则 
(让) =/(E),k= (a, , kn), kL E Jl=1,.…,n. 
对 任何 实数 tj 及 m 来 说 , 有 一 (与 m,t; 有 关 )， 使 0< 生 一 生 < 二 ， 故 


好 


令 上 = (hi,… ,kn), 利用 f(t) 的 连续 性 则 有 


若 能 证 明 f(t) = lim 和 (te RW"), 则 条 件 的 充分 性 获 证 . 由 上 式 知 , 只 需 证 明 


中 (or 的) 
但 由 6.1.3 性 质 5 知 


fm(t1,…: 加 一 训 ( 各 … 各) 























mm 
n—l 
;十 2 
< (be ,… 
j=0 Ww 
k; kn, 
—fm 人 ,tj ts 皇 )| 
n—l ee 和 
< 》 1/2jm(0) [fm (0) = Rn(o 0st — 00)| 


而 fm(0) 去 Lm(R™) Es f(0). 





fm(0) — Rfm (0 ,0, tj;+1— Wt, 0... 0) 


= J [ 一 cos ((5+ 一 二) zn) dpm(7) 
= J | 一 cos ((sm 一 和 on ) dpm(7)- 


kir1 1 
再 由 0 < tj 一 < mr < Yjt1 < mn 知 
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cs( (5 Wt )ssr ) 之 cos 了 zj 
因此 


1 
fn(0) -Rfn (0,... Oa i te 0) < / (es dum(7) 
mm [一 mm] mm 





1 
= fm(0) — Rfm (0 0 元 0 ,0) 


故 当 m 一 ce 时 ， 


m0 -mE)|< 宛 


j=0 





2f(0) ro- Ce 





= f(0)— Rf (0 ,0, 二 ,0 0) ， 
,0, 中 一 0. 
(i+1) 
由 上 面 分 析 定 理 获 证 . 
习题 及 补充 


1. 车 f(t) 是 特征 函数 , 则 (0) = eV-0e(a > 0) 也 是 特征 函数 (提示 : 先 证 
当 n>a 时 1+ 2 一 ! 是 特征 函数 ). 


nn 
2. 车 f(t) 是 特征 函数 , 则 
gp 的 = 了 人 Ju 


也 是 特征 函数 . 
3. 试 证 满足 下 列 各 等 式 的 连续 函数 f(t) 是 特征 函数 : 


f(t) = f(-—t), f(t+ 2a) = f(), 


jg =, 0<t<a. 





4， 称 {&4,t € (~o0,00)} 为 广义 平稳 过 程 , 如果 对 任意 t,s € RD, BE = 
a, BE(&i -aa = R(t -- s), 其 中 R(t),t € RD 称 为 过 程 的 相关 函数 ， 称 
{gt,t e (一 00, 00)} 为 均 方 连续 的 , 如 果 对 任意 t, lim Elé: -£1? = 0 

试 证 : 均 方 连续 的 广义 平稳 过 程 的 相关 函数 必 为 RD 上 某 一 L-S 测度 的 特征 : 
函数 . 
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人 们 在 长 期 实践 中 认识 到 , 概率 接近 于 1 的 事件 是 几乎 一 定 发 生 的 , 概率 接近 
于 零 的 事件 是 很 难 发 生 的 . 因此 人 们 把 概率 充分 接近 于 1 的 事件 看 作 是 实际 上 必 
然 发 生 的 , 而 把 概率 充分 接近 于 零 的 事件 看 作 实际 上 不 可 能 发 生 的 . 

但 是 , 什么 叫 概率 充分 接近 于 1( 或 零 ), 这 要 看 问题 的 重要 性 而 定 . 例如 : 测量 
两 个 村 庄 间 的 距离 , 测量 误差 大 于 10 米 的 概率 等 于 0.02, 就 可 以 认为 是 小 概率 事 
件 而 加 以 忽略 . 但 是 如 果 要 建 一 座 大 水 电站 , 发 生 使 该 水 电站 破坏 的 大 水 灾 的 概率 
等 于 千 分 之 一 , 有 时 也 不 得 不 认真 考虑 . 

而 且 , 所 谓 实际 上 不 可 能 发 生 , 并 非 绝 对 不 发 生 . 事实 上 , 任 一 正 概率 事件 , 无 
论 这 概率 如 何 小 , 当 在 同一 条 件 下 进行 重复 试验 , 试验 次 数 充分 大 时 , 这 事件 至 少 
发 生 一 次 的 概率 可 以 任意 地 接近 于 1. 只 是 说 在 预定 的 一 次 试验 中 , 它 实际 上 不 可 
能 发 生 . 

在 实际 问题 及 理论 问题 中 , 概率 接近 于 1( 或 零 ) 的 事件 具有 重要 意义 . 概率 论 
的 基本 问题 之 一 就 是 研究 概率 接近 于 1( 或 零 ) 的 规律 . 大 数 定律 就 是 这 种 概率 论 命 
题 之 一 . 在 这 些 命题 中 , 最 早 建立 的 是 

Bernoulli 大 数 律 (1713): 设 事件 4 在 每 一 次 独立 试验 中 发 生 的 概率 为 p， 
车 jn 表示 次 独立 试验 中 4 发 生 的 次 数 , 则 对 于 任 一 正 数 < 

Ln 


人 
和 


Bernoulli 大 数 律 的 重要 性 在 于 ， 它 正好 是 频率 具有 稳定 性 这 一 经 验 事实 在 理论 上 
的 解释 . 
1866 年 , de6prmmea 推 广 了 Bernoulli 大 数 律 , 得 到 


望 且 {Dé&n} 一 致 有 界 , 则 对 任 一 。 > 0， 


1 1 
PllI-= 二 天 
UP 


一 卫 








>*] = 0,(n = 00), (1) 


或 与 此 等 价 


Ln 
一 一 2 
也 








< :) = 1,(n— 00). (2) 


n 





Eék 
1 





之 : 一 0(n 一 oo). (2) 
人 = 
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称 满足 (2) 式 的 随机 变量 序列 {&%} 服 从 大 数 定律 . 
这 个 定理 包含 许多 重要 的 特例 , 若 &1,é2,… 独立 同 分 布 , Btx = a, 则 (2) 式 成 


人 上 》， kp—a 
k=1 

第 6 章 86.4 定理 5(Xununn 定 理 ) 在 {&%} ee 
明了 (3) 式 成 立 . 这 一 定理 说 明 当 n 充分 大 时 , 二 1a 以 任意 接近 于 1 的 概率 与 
a 充分 接近 . 它 是 普通 测量 方法 的 理论 根据 . 

更 一 般 的 问题 是 研究 依 概率 稳定 性 的 问题 . 即 对 于 {&%}, 存在 如 Too 及 {an}， 


| 
这 时 称 {&%} 依 概率 P 稳定 . 


1909 年 , Borel 发 现 了 一 个 较 Bernoulli 大 数 律 更 为 深入 的 定理 , 即 
Borel 加 强大 数 律 ”在 Bernoulli 情况 下 ， 


P 人 全 = = 1,(n— 00). 


这 是 一 种 几乎 处 处 收敛 性 , 研究 这 一 类 型 的 规律 称 为 强大 数 律 , 或 一 般 地 , 如 
果 存 在 常数 序列 bn 1 oo 及 {an} 使 得 


i 
bn 








> = 0, (mn 一 oo). (3) 


和 十 十 名 
bn 


一 Qn 








> 一 0 一 oo). 


一 an 一 0, 3.e. 


则 称 &1,é2,… 是 强 稳定 的 . 

在 这 一 章 , 我 们 将 讨论 随机 变量 和 的 收敛 性 和 稳定 性 . 而 且 主要 讨论 独立 随机 
变量 和 的 强 收 敛 . 由 于 许多 现象 可 以 看 作 独 立 因素 累积 的 结果 . 因而 它 有 着 广泛 的 
实际 背景 . 长 期 以 来 . 关于 独立 性 的 研究 或 伴随 独立 性 的 研究 而 提出 的 一 些 问题 ， 
成 为 概率 论 的 主要 对 象 之 一 . 对 于 独立 随机 变量 和 的 极限 理论 , 已 经 创造 了 相当 完 
整 而 系统 的 方法 , 得 到 了 丰富 而 深入 的 结果 . 我 们 在 此 只 介绍 几 个 经 典 而 重要 的 结 
果 . 对 于 非 独 立 的 情况 , 近年 来 也 展开 了 广泛 的 研究 , 我 们 不 在 此 介绍 了 . 
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本 节 包 括 两 部 分 内 容 : 0-1 律 一 一 由 此 可 以 证 明 独 立 随机 变量 序列 或 是 a.e. 
收敛 , 或 是 a.e. 发 散 ;0-1 判 据 一 一 给 出 两 个 随机 变量 序列 在 相差 一 个 零 概率 集 上 
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同时 收敛 并 且 有 相同 极限 的 判别 条 件 . 这 些 结果 在 进一步 研究 随机 变量 和 的 极限 性 
质 时 , 具有 基本 重要 性 . 

本 节 讨 论 的 方法 主要 基于 一 个 简单 的 思想 , 即 &,&2,… 与 名 ,名 + 具有 相 
同 的 收敛 域 , 并 且 收 敛 于 同一 极限 , 即 随机 变量 序列 的 收敛 性 及 其 极限 函数 , 决定 
于 它 的 任意 一 项 以 后 的 尾 . 

我 们 知道 , 概率 场 (2, sz, P) 上 的 随机 变量 序列 {&%} 的 收敛 域 @ 


c=-NUN {ee -al< 守 


是 一 可 测 集 , 即 C e .xy. 当 我 们 再 仔细 分 析 时 , 不 难看 出 C e o(&1,é2,…), 这 只 要 
注意 到 如 一 名 是 o(&1,&2,…) 可 测 的 , 且 o(&1,é2,…) 是 一 o- 代 数 , 因而 对 可 数 
运算 封闭 即 知 . 

由 于 &,é2,… 与 名 ,名 + 有 相同 的 收敛 域 ， 而 后 一 序列 的 收敛 域 属于 
ol(én, Entl, i )， 于 是 


C € af 和 cn ph) 一 1 2 。 
因此 ， 
C ea 门 ol(én, ént1,***). 


如 二 二 


类 似 地 , 6 如 + 是 关于 o(&n,&n+1,… ) 的 可 测 函数 , 因而 它 的 极限 函数 (如 果 存 
在 的 话 ), 设 为 &, 是 关于 o(&,&%+1,… ) 的 可 测 函 数 , 由 66 与 6,&nt1,… 具 
有 相同 的 极限 函数 &, 故 &,&2,… 的 极限 上 是 关于 一 切 o(&n, r+1,…),n = 1,2,… 
可 测 的 , 即 上 是 多 可 测 函 数 . 

这 样 一 来 ,{&%} 的 收敛 性 , 可 以 期 望 人 多 的 性 质 得 出 . 下 面 的 0-1 律 就 是 断 
言 : 当 &,&2,… , 是 独立 随机 变量 序列 时 , 只 包含 概率 等 于 零 或 1 的 事件 . 因而 
{én} 的 收敛 域 的 概率 等 于 1 或 零 , 即 {6&} 或 是 a.e. 收敛, 或 是 a.e. 发 散 , 并 且 当 
{én}a.e. 收敛 时 , 它 的 极限 函数 上 关于 可 测 , 因而 a.e. 等 于 一 常数 . 


利用 同样 的 思想 可 以 讨论 级 数 并 6 及 序列 全 ea} (bn 一 00), 而 得 出 一 
k=1 


定 的 有 用 结果 . 
现在 将 上 面 的 讨论 总 结 起 来 , 确切 叙述 如 下 : (以 下 均 设 {&} 是 (8, xY,P) 上 
的 随机 变量 序列 .) 
定义 1 称 -代数 
多 = 门人 ra) 
n=1 


@ 我 们 这 里 所 说 的 收敛 均 指 收敛 到 有 限 数 . 
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为 & ,2,… 的 尾 o- 代 数 ,Z 中 的 事件 称 为 &,é2,.…. 的 尾 事 件 ,2 上 关于 名 可 测 的 
函数 称 为 &1,é2,…. 的 尾 函数 . 

由 定义 容易 得 出 下 面 的 基本 事实 : 

1e lm én im 名 是 习 ,c… 的 尾 函 数 , 特别 当 Jim 饼 存在 时 , 它 是 6, 经， 
的 尾 函 数 ， 

证 ”因为 


lim én, = im 站 &k 一 im ja Entk 


= lim CE i 


而 nm: Er 是 关于 Oo (ént1, Ent2;*: -) 的 可 测 函 数 ， 因而 Em 是 &1, co， .的 
尾 函 数 . 其 余 的 结论 同样 明显 , 不 再 详 述 . 
2 i 中 是 和 to 的 必 和 数 


n>00 n 


因而 当 lim n+ 名 存在 时 ， 它 是 &,&2,… 的 尾 函 数 . 
证 “对 任意 ”来 说 , 显然 lim 和 =0, 所以， 


72 一 OO 


lim 三 lim &1 在 he 下 Cs 于 lim En+1 十 十 En+m 
m00 mm TM *00, n+m 人 mn 一 oo bn+m 
lm 各 HL 十 十 sntm， 


?一 OO hip 


而 后 者 是 关于 ol&nt1,én+2,…) 的 可 测 函 数 (对 任意 四, 故 知 lim 和 是 
66 … 的 尾 函 数 . 其 余 结论 可 完全 类 似 地 证 明 . 
3 6 6 的 收敛 域 , 》`ek 的 收敛 域 以 及 at -oo) 的 收敛 域 


都 是 &,&2,.… 的 尾 事件 
证 &,&,… 的 收敛 域 属于 尾 -代数 因而 是 尾 事件 , 在 本 节 开头 已 经 骨 明 | 


其 余 的 论断 可 由 3 与 Dom 的 收敛 域 相同 及 人 + sn Da 上 十 名 FE éntlt +éntm 


pn+m 

(m 一 co) 的 收敛 臧 相 同 这 些 明显 的 事实 推 知 . 

定理 1(Konmworopos 0-1 律 ) ”独立 随机 变量 序列 的 尾 事 件 的 概率 是 0 或 是 1. 

证 首先 容易 推 知 : 事件 4 同 4 本 身 独立 , 即 P(4) = P(A4 门 4) = P(4):P(4) 
的 充分 必要 条 件 是 P(4) = 0 或 1. 

由 此 可 见 , 为 了 证 明定 理 , 只 需 证 明 独 立 随机 变量 序列 ,6,…… 的 尾 -代数 
多 同 多 本 身 独 立即 可 . (由 此 ,多 中 的 每 一 事件 , 即 尾 事件 , 都 与 自身 独立 , 因而 其 概 
率 等 于 0 或 1.) 
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事实 上 , 多 Co(én41; én42,…)( 对 一 切 n), 而 o(&1,… bn) 与 o(én+1, ént2,.…) 
独立 , 故 多 与 o(&1,… , 纳 ) 独立 (对 一 切 n), 因而 多 与 Uy o(61,… ,én) 独立 ， 
注意 到 后 者 对 有 限 交 封闭 ， 由 独立 类 扩张 定理 (第 一 章 81. 6 定理 1) 即 得 多 与 
(UD olf 6 = ol(é1, €2,.…) 独立 . 但 GC ol(é1, &2,.…), 故 名 同 名 独立 . 


口 

推论 1 ”任何 独立 随机 变量 序列 的 尾 函数 几乎 处 处 等 于 一 常数 . 

证 ” 设 是 独立 随机 变量 序列 &1,é2,… 的 一 个 尾 函 数 , 根据 0-1 律 , 对 于 任 
意 实数 z, 由 于 {& < zx} 是 一 尾 事件 , 因而 P(E < z) = 0 或 1. 

于 是 有 以 下 三 种 可 能 : 

(i) 对 于 任意 实数 xz, P(t < z) = 1, 这 时 显然 P(€ = -oo) = im P(t < —n) = 
1, 即 上 = 一 co, a.e.; 

G 对 于 每 一 实数 z, P(E < z) = 0, 这 时 显然 P(E = +00) = lim PGE >n)=1, 
即 € = 二 oo, a.e.; 

(证 ) 存在 实数 ri < zz( 有 限 ), 使 P(E < zi) = 0, P(t < zz) = 1 取 a=supfz: 
P(E < z) = 0}, 由 假设 , a 是 一 有 限 实 数 , 这 时 对 于 任意 mw， 


1 1 
P(e<a-t) -or(e<ert) = 
J] 1 
(aleecatd)- 

n n 


令 n 一 oo, 得 知 P(t =a)=1, 即 =a,a.e. 口 
推论 2 设 &1,&2,… 是 独立 随机 变量 序列 . 则 
i) &1,&2，… 或 是 ae. 收敛 , 或 是 a.e. 发 散 . 且 当 &1,é&2,…a.e. 收敛 时 , 它 的 极 
限 函 数 ae， 等 于 一 个 有 限 常 数 ; 


3) Do 或 是 a.e. 收敛 , 或 是 a.e. 发 散 ; 


于 是 


=1 
iii) Ee bn 一 oo) 或 是 a.e. 收敛 , 或 是 a.e. 发 散 , 且 当 a.e. 收敛 
时 ， 它 的 极限 函数 a.e. 等 于 一 有 限 常 数 . 
证 ii) ce 的 收敛 域 是 &1,é&2,.…. 的 尾 事 件 , 所 以 它 的 概率 等 于 0 或 1， 
即 &,é&2,… a.e. 收敛 或 a.e. 发 散 . 当 它 a.e. 收敛 时 , 它 的 极限 函数 不 能 a.e. 等 于 
二 00 或 -co， 由 推论 1 即 知 三 ,é2,… a.e. 收敛 于 一 个 有 限 常数 . 
i) 由 3*, 》、 的 收敛 域 是 6, … 的 尾 事件 , 它 的 概率 等 于 0 或 1 . 


n=1 
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ii) 同 i) 的 证 明 完 全 类 似 . 口 

现在 转 到 本 节 的 第 二 部 分 内 容 . 

在 研究 随机 变量 序列 的 极限 性 质 时 , 常常 借助 于 另 一 与 已 知 序列 具有 同样 极限 
性 质 的 随机 变量 序列 来 得 出 . 为 此 需要 给 出 判别 两 个 随机 变量 序列 是 否 具 有 同样 极 
限 性 质 的 条 件 . 这 里 所 说 的 具有 相同 的 极限 性 质 以 及 所 要 探求 的 判别 条 件 也 主要 基 
于 对 “ 尾 ” 的 研究 得 出 . 为 了 讨论 这 一 问题 , 首先 引入 一 记号 中 

设 41, 4,.… 是 一 事件 序列 , 我 们 记 


门 Uj Ax = {Ani.o.}. 


n kn 


不 难 理解 ， NU A 的 实际 意义 是 表示 A,, 中 有 无 穷 多 个 发 生 ， 因 此 {hni.o.} 读 
作 :“ 有 无 穷 多 个 A 发 生 ”. 

以 下 设 {&} 与 {} 是 两 个 随机 变量 序列 . 

定义 2 如果 P(&, 尖 总 Lo.) = 0, 则 称 {&n} 与 {4} 尾 等 价 ,简称 名 与 4 尾 
等 价 . 

由 定义 2 容易 看 出 , {&%} 与 {8&4} 尾 等 价 的 意义 是 : 使 得 &1(w),é2(w),… 与 
iu,e(w)… 中 有 无 穷 多 项 不 相等 的 w 所 成 的 集合 只 是 一 个 概率 为 零 的 事件 . 
此 , 对 于 一 个 零 概率 集 以 外 的 每 一 w, 都 存在 一 个 n(ww), 使 得 当 n> n(w) 时 , én(w) 
与 &(w) 相等 . 这 样 , 尾 等 价 的 两 个 随机 变量 序列 的 收敛 域 只 差 一 个 零 概 率 集 ， 特 
别 其 中 之 一 a.e. 收敛 时 , 另 一 亦 必 a.e. 收敛 . 此 外 , 它们 在 共同 的 收敛 域 上 除去 一 
个 零 概 率 集 外 具有 相同 的 极限 . 

如 果 我 们 仅 注 意 比较 收敛 域 时 , 还 有 下 面 的 概念 . 

定义 3 ”如果 {&} 与 {4} 的 收敛 域 C 和 C0C' 至 多 相差 一 个 零 概 率 集 , 即 
P(C A 0') = 0 则 称 {&%} 与 {]} 收 敛 等 价 . 

显然 尾 等 价 蕴含 收敛 等 价 . 

下 面 着 手 研究 尾 等 价 和 收敛 等 价 的 判别 条 件 . 


引 理 1(Borel-Contelli) 如果 》  P(4。) < oo, 则 P(4ni.o.) = 0. 


证 P(Ahni.0.) = (na 4 < (UY 4 < SP(A) 对 任意 ”成 立 ， 
nk>n >n k=n 


于 是 令 n 一 co, 根据 和 P(An) < co 即 得 结论 . 口 


n= 二 1 





人 @ 关于 {Ani.o.} 及 Borel 0-1 判 据 在 第 一 章 81.6 习题 2 中 出 现 过 .i.o. 表示 infinite occur 中 两 个 
字 的 字 首 . 
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定理 2(Borel 0-1 判 据 ) 设 {4n} 是 独立 事件 序列 , 则 
0， 当 > P(An) < 
P(Ani.0.) = NE 


1, 当 》， P(Ah.) ss 
n=1 


证 ”利用 引 理 1 直接 可 得 前 一 论断 .现在 假定 》 P(A4n) = co, 往 证 P(4， 


n=1 
i.o.) = 1. 首先 我 们 有 等 式 
P(Ani.o.) = zfn Uj 4 
n kn 
-a, 如 ?( 吕 44] 
k=n, 
-1 m,n, [LP(4) 
k=n 
利用 熟知 不 等 式 
e 一 21 一 zzZZ0 
可 得 


ep| -Pra > TIa- P(A) = TI Ps) 。 


k=n k=n k=n 
由 于 民 P(4) = co, 所 以 在 上 式 中 令 m 一 oo, 得 出 _lim :I PC ) = 0, 从 而 证 明 


了 P(Ani.o.)=1. 


推论 3 ”如 果 随 机 变量 &1,&2,… 独立 , 则 名 2 0 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任 
意 正 数 。， 


2 P(lén| > 0 < co. 
证 根据 a.e. 收 全 的 判别 条 件 ,én = 0 的 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 正 数 。， 


P(lén| > cio) = zln U {léxl > 3 =0. 


n k>n 


由 于 {|é%| > c},n = 1,2,… 是 独立 事件 , 所 以 根据 , 0-1 判 据 , 当 且 仅 当 》  P(|én| > 
n=1 


oj) < oo 时 上 式 成 立 . 口 
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引 理 2( 收 敛 等 价 引 理 ) ”如 果 》  P(&% 头马 ) < co, 则 
i) 与 以 属 等 价 ; 
ii) 》 人 与 》 总 收敛 等 价 ; 
划 生计 一 二 名 与 熏 十 一 十 名 0 -co) 收 全 等 价 , 且 在 它们 共同 的 收敛 域 
上 有 ae. 相同 的 极限 . ” 
证 iD 可 由 Borel-Contalli 引 理 直接 推出 . 
让) 令 4 = {én 关 &4io.}, 由 让 知 P(A4) =0 又 设 C 和 C' 分 别 是 》 én 与 
Se 的 收敛 域 , 显然 
wECNA < 二 》 ,tk(w) 收 合 且 存在 n(w)， 使 对 一 切 n > n(w), én(w) = &(w) 
< 》 多 (wo) 收 敛 且 存在 n(w), 使 对 一 切 n > n(w), én(w) = 6(w) 
< 全 weEC 站 4?， 
即 C 站 4e= cm4c. 所 以 
CAC=[ICcC-oc) 门 UKc -Oo 门 有 ca4. 
故 
P(CACD) =0, 


即 >》 ,en 与 》 妈 收 敛 等 价 . 
ii) 的 证 明 与 i 类 似 . 只 需 注 意 到 本 节 开 头 关于 基本 事实 2* 的 证 明 中 的 等 式 ， 
也 容易 得 出 在 共同 的 收敛 域 与 4* 的 交 上 有 相同 的 极限 . 


习题 及 补充 
1. 试 证 {tn} 服从 大 数 定律 的 充分 必要 条 件 是 


2 
(2e 二 sey ) 
i 
n2 十 (Ze 训 ze】 


k=1 


=0. 


2. 应 用 第 1 题 证 明 : 着 {&} 是 随机 变量 序列 , 且 lim 十 x os) = 


天 一 
则 {é&%} 服从 大 数 定律 . (Mapxkos 定 理 ). 
3. 设 刀 ,n= 12,… 有 有 限 的 数学 期 望 和 有 界 的 方差 且 两 两 不 相关 , 试 证 {&,,} 
服从 大 数 定 律 . 
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4. 设 {&%} 是 独立 随机 变量 序列 , € 的 数学 期 望 存在 且 
El(élén) 2 7 


试 证 7 a.e. 为 一 常数 . 
5. 设 {&} 是 独立 随机 变量 序列 , 且 局 = 试 证 对 任何 正 数 e， 


D>_ Pllén -él¥0)< oo. 


也 
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本 节 研 究 独 立 随 机 变量 和 的 收敛 性 与 稳定 性 的 几 个 结果 . 由 于 a.e. 收敛 蕴含 
依 概率 收敛 , 所 以 我 们 主要 讨论 a.e. 收敛 性 和 a.e. 稳定 性 . 
在 研究 随机 变量 序列 的 收敛 性 时 , 估计 概率 P(|é&,| > e) 具有 基本 的 重要 性 . 在 
第 3 章 83.6 习题 1 中 , 我 们 证 明了 下 述 
基本 不 等 式 . 设 上 是 一 随机 变量 , 9 是 RD 上 的 一 个 非 负 函数 . 
i) 如 果 9 在 [0, oo) 上 非 降 , 并 且 9 是 一 偶 函 数 , 则 对 任意 a > 0， 
Eg(é) — g(a) Eg(é). 
a.e.sup g(é) g(a) 


i 如 果 9 在 RO 上 非 降 , 则 对 于 任意 实数 a 


Eg(é) — g(a) Eg(é) 
ey < P(t£ >a) < Do (2) 


< Pl(lé| > a) < 





(1) 


其 中 a.e. sup g(€) = inf{s : P(g(€) > s) = 0}. 
在 基本 不 等 式 中 取 不 同 的 g(x), 可 以 得 到 不 同 的 具体 不 等 式 . 


对 于 独立 (或 者 不 相关 ) 的 随机 变量 &1,… ,én 的 和 Sn = 》,&, 当 & 具有 有 


天 一 
限 的 数学 期 望 和 方差 时 , 取 g(z) = z2, 可 以 用 & 的 方差 ,二 1,.… ,n 给 出 概率 
P(|Sn 一 Sn| > e) 的 界 , 即 


2 Dtr 
天 一 小 


ae.sup|Sn — ESn|? <P(Sn,— ESn|>e)< k=1 | (8) 


E2 
上 述 不 等 式 的 右 端 即 是 著名 的 He6prmes 不 等 式 , 本 章 引言 中 提 到 的 He6pmmeB 定 理 ， 
立即 可 以 从 这 个 不 等 式 得 出 . 
不 过 , 对 于 a.e. 收敛 性 这 个 不 等 式 还 不 够 , 下 面 我 们 将 证 明 的 Komoropos 不 等 
式 , 给 出 P(max|Sk 一 ESk| > 6) 的 界 , 这 个 界 也 是 用 方差 表 出 的 . 





在 用 方差 作 估计 界 时 , 需要 假定 给 定 的 随机 变量 具有 有 限 方差 . 这 看 来 对 于 应 
用 有 一 定 的 局 限 性 , 不 过 这 可 以 用 截 割 法 来 消除 , 同时 用 方差 界 时 , 代替 和 Sn, 我 
们 考虑 的 是 Sn 一 5,, 这 又 引出 所 谓 中 心 化 的 概念 . 


7.2.1 中心 化 与 截 割 法 


普通 将 上 换 作 & 一 c 时 , 我 们 就 说 将 € 中 心 化 于 c. 特别 当 具有 有 限 数学 期 
望 时 , 我 们 常常 将 中 心 化 于 它 的 数学 期 望 EBé, 这 时 也 简单 地 说 成 将 5 中 心 化 . & 
已 经 中 心 化 的 充分 必要 条 件 是 Et = 0. 中 心 化 并 不 改变 随机 变量 的 方差 . 事实 上 ， 
显然 有 D(& - ec) = Dé. 

设 上 是 一 给 定 的 随机 变量 , c 是 一 正 数 , 则 





€° =6zZltl<c 


称 为 € 在 c 处 的 截 割 . 

显然 , 对 任何 随机 变量 , 它 在 C 处 的 截 割 总 具有 有 限 方差 (事实 上 还 具有 任何 
阶 矩 ). 

当 讨 论 给 定 随机 变量 序列 { 纪 } 的 收敛 性 时 , 我 们 常常 取 一 截 制 的 &0", 通过 截 
割 的 序列 来 推断 原来 序列 的 极限 性 质 , 这 种 方法 即 所 谓 截 割 法 . 这 种 方法 的 采用 是 


基于 下 述 事实 , 我 们 可 以 选取 cw 充分 大 , 使 P(|&n| > cn) < 记忆 = = 1,2,.…. 因而 


EP(én, 天 énn) < >P(lénl 之 cn) < 


这 样 一 来 , 根据 收敛 等 价 引 理 , 我 们 有 

tn 与 Ee" 尾 等 价 ; 

Dé 与 3Ee 收敛 等 价 ; 

> + 人 (bo0) 收敛 等 价 , 且 在 共同 的 收敛 域 上 极限 
a.e. 相同 . 

因此 , 利用 适当 截 制 的 序列 可 以 得 出 给 定 序列 的 极限 性 质 

我 们 将 本 节 采 用 的 符号 规定 如 下 : 

上 名 … 是 给 定 概 率 场 (0, .of,P) 上 的 独立 随机 变量 序列 ; 

6 表示 6 在 c 处 的 截 


-Dt ps, - 本 D> se.,Ds, = DD 等 等 . 





7.2.2 ”Konmoropos 不 等 式 


定理 1(Kormworopoa 不 等 式 ) ” 设 和 ,& 独立 , Et 有 限 且 | 你 | < ck = 
1,… ,n. 则 对 于 每 个 e > 0， 
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2 
1— E+ < p(max|Se - ESk| > 6) < 


> Dé 
k=1 


如 果 诸 方差 之 中 有 一 为 无 穷 , 则 右 半 不 等 式 自 然 成 立 , 此 时 左 半 不 等 式 无 意义 
(因为 必 有 c = co), 因此 假定 方差 都 有 限 , 当 c = +coe 时 , 左 半 不 等 式 自然 成 立 . 因 
此 我 们 假定 c 有 限 而 证 此 不 等 式 . 

证 ”为 了 简单 起 见 , 不 失 一 般 性 , 我 们 假定 & 都 已 中 心 化 , 于 是 所 求证 的 不 等 
式 中 ESi = 0, 条 件 中 的 |&4| < c 换 为 |&x| < 2c. 

令 


1 
E2 


[说 : 


Dér. (4) 


Ce 
| 


1 


Ax = {mex lss| < e}, 
Bx = Ax_i 一 Ax 二 {|S1| < €,.**|Sk-1| < é, |Sx| 之 e}. 
这 时 Bk,k = 1,… ,n 两 两 不 交 . 记 4。= 1, 则 


A =Ah—An=(ho—A)+(hi mAs)+..+(An1— An)= > ,Br 
k=1 


Br C {ISk-il < ec,|5Sk| > e}. 


i) 由 于 SkXp, 与 Sn 一 Sk 独立 及 已 (Sn 一 Sk) = 0 有 
上 gpPaP= ElSnxp,? = 可 5hXeiP+BI(9s 一 SOXes > BlSeXp,l > oP(Bk). 
k 
因此 ， 
ype = ElSn|? > / |Sn|?dP = > ISnl aP > 2 和 PUB =E2P(42)， 
k=1 4 k=1™ Br k=1 


此 即 


1 nn 
PORax|Sk| > e) < 2 Dé 


i) 由 于 
Op-1IXA 1 + ERXA, 1 = SEXA_1 = SEXA + ORXB,, (5) 


注意 到 S_1,X4。， 均 与 名 独立 及 Xa Xp = 0, 对 (5) 式 两 端的 模 取 平方 , 然后 
取 数 学 期 望 有 


ElSp_1Xa, 十 DPC4k 1) = EISEX Aanl? + ElSkX Bp,|?. (6) 
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再 由 |&k| < 2c 得 
|SkXB,| < |Sk-1XB,| + |ékXB,| < (E+ 2c)XB,. (7) 
利用 P(Ak-1) > P(A4%) 并 将 (7) 式 代入 (6) 式 可 得 
ElSk_1X a, ,| + DEEP(An) < EISEX A |? + (e+ 20)?P(B:). 


对 = 1,.… ,n 求 和 , 最 后 得 到 


k=1 


> pe P(An) < BlSnXanl + (e+20)* DO P(BH 
、 Ek=1 
< e2P(An) + (e+2c)2P(A¢) < (e+ 2c)?. 


稍 加 变形 即 是 所 求 的 不 等 式 的 左 半 . 


(e+ 2c)? 
Tn 


> Déx 
k=1 


1 < P(42) = P(max |Sxl > 6). 口 


7.2.3 ”收敛 性 与 稳定 性 


现在 来 研究 独立 随机 变量 和 的 收敛 性 . 这 里 所 说 的 收敛 性 指 的 是 a.e. 收敛 于 
随机 变量 (有 限 值 可 测 函 数 ). 下 列 引 理 中 的 {&%} 均 为 独立 随机 变量 序列 . 


引 理 1 如 果 》 Den < oo, 则 了 (6n 一 Btn)ae. 收敛 , 如 果 > , Din = oo 且 


n=1 n=1 n=1 


|| < c( 有 限 常数 ) n = 1,2,…, 则 5 (6 一 Bn)are. 发 散 
和 
证 》 (én 一 6) 的 ae. 收敛 或 ae. 发 散 , 就 是 序列 Sn - ES。 的 a.e. 收敛 
或 ae. 发 散 . 根据 a.e. 收敛 的 判别 条 件 , 为 了 证 明定 理 的 前 一 论断 , 只 需 证 明 : 对 
于 任 一 s > 0， 
(Us ESn+k) (Sn > ES.)| 之 9 = 0, (n = 00). 
k 


事实 上 , 由 于 
(J{l(Sntx — ESn+k) — (Sn — ESn)| > e} 
k 


=\J{maxl(Sntw — So) — (Sn ~ ESn)| > 6}, 
天 SSE 
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是 一 不 降 集 序列 的 并 , 由 此 并 利用 KormoropoB 不 等 式 


P (Vue — ESnrx) — (Sn — ESn)| > | 
天 
= lim P({max|(Sn+v — ESn+) 一 (Sn 一 已 Sn)| > <]) 
1 k 
< lim 3 和 Dénty 
1 Oo 
= 2 Dé 


k=n++l1 


由 于 0 Dé < co, 当 n 一 00 时 上 式 趋 于 零 , 因此 引 理 的 前 一 论断 获 证 . 
为 了 证 明 引 理 的 后 一 论断 , 我 们 来 考察 5-(é - Eén) 的 发 散 区 域 ; 


{3 一 Btn) 发 散 } = NU{lSn — ESn+y) — (Sn — ESn,)| > e} 


e>0 nv 


2 (NU{maxl(Snrs — ESnt+k) — (Sn — ESn)| > e}, 


利用 KovrmoropoB 不 等 式 及 |&%| < c( 有 限 ) 及 SDE 一 oo;( 当 > 一 oo) 得 


k=1 


7 (Ute |(Snrk — ESn+k) — (Sn — ESn)| > e}) 


= lim Pl(max |(8. — ESntk) — (Sn — ESn)| > €) 





再 注意 到 概率 等 于 1 的 事件 的 可 数 交 仍 具 有 概率 1, 所 以 
P(> (fn - En) 发散 )>P ( NUf{max (Sn — ESn+#) — (Sn — ESn)| > ) 


站: 
即 (6n 一 én) ae. 发 散 口 


引 理 2 ”如 果 {&%} 一 致 有 界 且 》 人 ae. 收敛 , 则 》 Dé&% 及 》 En 收敛 . 
证 ”考察 乘积 概率 空间 (2 x ,sf x sf,P x P) 上 的 随机 变量 
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上 (ww2) én (Wi), nN 一 jl: 2, J 
EN (wi1, W2) én(W2),n = 1， 2， SS 
显然 A 同 分 布 ， 且 人 Cs 是 一 独立 随机 变量 序列 ， 令 
én = -én = 1,2,.…: 
显然 这 也 是 一 个 独立 随机 变量 序列 , 且 对 一 切 正 整 数 n， 
| 名 | < |&%| + |ér| < 20, 
Dén = Dén, + Dén = 2Dén. 
由 于 26 a.e. 收敛 , 显然 36 26 也 都 a.e. 收敛 , 因而 5&3 a.e. 收敛 . 这 样 , 利 
用 引 理 1, 2DEs 收敛 . 从 而 Dé。 收敛 . 再 利用 引 理 1， 5(&n 一 EBén)a.e. 收敛 . 又 
得 DEén, = Dén = 也 (所 二 五 6n) 收敛 . 口 

定理 2( 三 级 数 判 据 ) ”独立 随机 变量 级 数 26na.e. 收敛 于 某 一 随机 变量 的 充 
分 必要 条 件 是 : 对 于 某 一 固定 的 正 数 c, 下 列 三 个 级 数 收敛 : 

i) SP(lén| > 0); i) LDée; ii) DEE. 

证 由 i) 的 收敛 性 , 根据 收敛 等 价 引 理 , 56% 与 3&4 收敛 等 价 ; 再 由 说 的 收 
敛 性 , 根据 引 理 1, (&4 一 BE) a.e. 收敛 ; 再 由 这) 的 收敛 性 知 268 a.e. 收敛 . 所 
以 , 当 级 数 i, i 这) 收敛 时 ，26。 a.e. 收 伍 

反之 , 假定 Zn a.e. 收敛 , 这 时 所 一 0, 利用 0-1 判 据 的 推论 , 对 于 任意 正 数 
c 级 数 i) 收敛 , 于 是 26r 与 5&4 收敛 等 价 262 a.e. 收敛 , 由 此 利用 引 理 2( 显 然 
& 一 致 有 界 ), 级 数 让 和 这 ) 收敛. 口 

现在 转 而 讨论 独立 随机 变量 序列 的 稳定 性 . 为 此 先 证 明 下 面 的 引 理 。 

引 理 3(Toeplitz) ” 设 实 数 onk(E = 1,: 人 = 1,2.…) 满足 条 件 : 对 每 一 固 


定 的 ,ank 一 0( 当 nn 一 00 时 )， rt 令 z i 
i k=1 k=1 
i 当 zn 一 0 时 了 一 0; 
kn 
ii 车 》 ans 一 1,zn 一 z( 有 限 ) 则 zh 一 2; 


k=1 


过) 特别 ， 关机 二 SA 直到 zn 一 ZX( 有 限 ), 则 一 L Dow 一 = 
四 = 1 k=l 


证 “ji 对 于 任 一 s > 0, 存在 一 个 n, 使 得 当 n> me 时 , |zn| < =， 因而 
zh < lonxllzrl+e. 


k<ne 
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令 n 一 oo, 再 令 e 一 0, 即 得 zx, 一 0. 
ii) 可 由 i) 直接 导出 : 


kn kn 
1 
es 》 Qnk jz 十 > ank(Tn 一 了 ) 一 7. 
k=1 k=1 


诈 ) 取 ank = 下 (= 1,… ,n) 此 时 不 妨 设 {an} 为 非 负 序列 , 作为 i 的 特例 
即 是 者 ). 口 
引 理 4(Kronecker) ”如 果 Bz = 5,|S| < 0%0,bn 1 co, 则 Db 一 


0(n 一 co). 
证 令 bo = 0,akp = bx 一 bp_i, 则 b= Sar, 再 令 Sn41 = Srp, 51 = 0, 应 
k=1 k=1 
用 引 理 3 的 说 )， 


Ee 1 忆 
元 》， bkTk = 于 》， bp(Sk41 — Sk) 
了 k=1 k=1 


-全 bkSk+1 一 Ds,) 


k=1 = 


已 


Ss 


1 nn 
三 en) 口 





定理 3 “如果 独 立 随 机 变量 序列 {6。} 具有 有 限 的 数学 期 记 和 方差 及 局 DE 
oo, 其 中 如 Teo, 贝 则 一 一 2 0. 


证 ”根据 假定 oo 人 = 密 < oo, 利用 引 理 1 


全 =- 局 5 名 je 


由 此 再 利用 Kronecker 引 理 即 知 A aey 0. 


定理 4(Komoropos 加 强大 数 律 ) ” 设 &%,n = 1,2,.…… 是 与 & 同 分 布 的 独立 随 
机 变量 序列 , 则 皇 寺 一 二 名。$( 菜 一 有 限 )。 的 充分 必要 条 件 是 ll < co, 且 当 收 
敛 时 c= Eé. 
证 设 An {|é| 之 n}, Ao, = 1, 我 们 有 
SO P(An) = 5 (n— (P(An 1) — P(An)) < EX ,a, 
= Et < > n(P(An1)— P(An)) =1+ ,P(Ahn). 
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即 
DP(An) < Elt| <1+) P(A,). (8) 
若 生 + 二 名 seo 则 
n 
血气 十 十 如 nl 二 十 如 1 as.0 
n n n nl . 
根据 $1 推论 3 知 


》 PC4，) -P{ 半 > | < oo. 


于 是 由 (8) 知 EIE| < oo, 条 件 的 必要 性 获 证 . 
反之 , 若 lt| < co, 今 往 证 之 2 人 EE. 


令 
名 = Epz{lesl<k}, 
Sn = Dé. 
k=1 
由 (8) 知 


DP(lén| >n) = >, P(An) < Elt|<o%, 
因而 之 5 收敛 等 价 且 在 共同 的 收敛 域 上 有 相同 的 极限 . 所 以 我 们 只 需 证 明 
Se 
利用 控制 收敛 定理 及 é&, 与 同 分 布 知 
Eé, = dP 一 dP = Eé,(n— ; 
E 人 J saP = Bs, (n= 0) 


因而 根据 Toeplitz 引 理 ， 








nN 
于 是 只 要 证 明了 加 一 5% *s 0 定理 即 获 证 明 . 应 用 定理 3， 需 验证 于 22 < o 
事实 上 ， 


Oo Dé, Oo E |2 Oo nn |[é&2 
> 每 dP 


2 
nn 二 1 n=1 m=1 m-1i<ltl<m 
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jpmrls lg| < m) 


十 





志 + 二 )mPim -1< 上 < m) 
mm 


= 2_,Q2+(m- Pm-1iglt<m) 


m=1 


=2+Elt| < oo. 
习题 及 补充 


1 推广 的 KomoropoB 不 等 式 . 设 &,&2,… 独立 且 Eé, = 0,n = 1,2,.… 


C = {max|Sk| > c)}, 若 r>z1, 则 
crP(C) < ElSn|"xo & ElSnl". 


应 用 此 不 等 式 证 明 : 如 果 3, 一 , 5, 则 Sn > S( 其 中 5S 是 有 限 可 测 函 数 ). 


1 1 1 5 
E < 


. 令 


2. 设 ,n= 1,2,:… 独立 , 且 Be = 0,n = 1,2,…， 则 级 数 》cneitn 收敛 


的 充分 必要 条 件 是 2 |cn|? 收敛 . 


c i 1 
Ow ee es WR 
Bi k2log2k 5 i) ¢ 


立 , 试 证 该 序列 满足 强大 数 律 . 
4. 设 & 的 分 布 列 为 


P(én, = n°) = P(én = -no2) = 一 


若 避 中 = 1,2,.… 独立 , 试 证 {&,} 满足 强大 数 律 的 充分 必要 条 件 是 a < >. 


独 


87.2 ”三 级 数 定理 与 KonmoropoB 加 强大 数 律 . 385 . 


Oo 


5. 车 &1,&2,… 两 两 不 相关 , 且 有 有 限 的 数学 期 望 和 方差 , 》` sn" < co, 试 证 
儿 三 业 


n2 
6. 设 如 ,nm = 1,2,.… 相互 独立 且 同 分 布 有 有 限 的 数学 期 望 , 令 5, = & + 
2 én, {Qn} 满足 Qn = O 日 ? 试 证 {anSn} 服从 强大 数 定 律 . 








> 一 0, (7 一 co). 





1 SV(é ~ Be) 
k=L 


b 
7. 设 f(z) 是 区 间 [a,8] 上 的 连续 函数 , 试用 概率 方法 近似 计算 积分 / f(s)az. 
8. 用 nm 表示 无 穷 独立 试验 中 前 n 次 试验 事件 4 出 现 的 次 数 , p 是 4 的 概率 . 
试 证 : 对 任意 。 > 0， 


P(limn {nn — np > ne})=0, 
P( Him {mm —np<—ne})=0. 


由 此 说 明 : 如 果 用 z 轴 表 示 n 的 值 , 用 y 轴 表 示 mm - np 的 值 , 则 以 概率 1 点 
(n,mm 一 np) 界 于 二 直线 y = ez 及 y= -sz 之 间 ( 除 对 有 限 多 个 n 以 外 ). 即 是 说 ， 
以 概率 1,mn 一 np 只 能 走出 二 直线 外 有 限 次 .( 还 可 以 把 这 两 条 线 改 为 


y= (1+e)vV2rpgloglogr,y = 一 (1 十 E)V2zpqloglogz 
参看 文献 [3],83.7.) 


第 8 章 中心 极限 定理 


88.1 问题 的 提出 


在 自然 科学 、 工 程 技术 及 经 济 科 学 中 , 我 们 经 常 遇 到 这 样 一 类 事件 , 这 事件 是 
由 许 许 多 多 彼此 不 相干 的 随机 因素 所 决定 的 , 而 这 些 因 素 中 的 每 一 个 都 对 该 事件 起 
不 大 的 影响 . 

例如 , 在 工业 部 门 大 量 生产 的 过 程 中 成 批 地 制造 同一 类 型 的 产品 . 产品 的 某 一 
指标 与 规定 的 指标 之 间 总 会 有 一 定 的 偏差 , 这 些 偏差 是 许多 独立 因素 引起 的 . 例如 
刀具 的 振动 , 机 器 运转 速度 的 波动 , 操作 上 的 各 种 原因 等 等 . 如 果 生 产 过 程 是 正常 
的 , 这 些 原因 中 的 每 一 个 也 都 起 不 大 的 影响 . 但 总 的 影响 却 可 能 使 每 个 产品 与 标准 
规格 产生 偏差 . 

我 们 的 目的 就 是 要 研究 这 一 类 事件 的 规律 性 . 用 概率 论 的 语言 来 说 , 我 们 要 研 
究 一 类 随机 变量 的 分 布 规律 , 它 由 许多 独立 随机 变量 的 和 组 成 , 组 成 这 个 和 的 每 一 
随机 变量 都 非常 地 “小 ”. 更 确切 地 说 , 我 们 要 研究 的 是 由 项 数 越 来 越 多 的 独立 随 
机 变量 的 和 组 成 的 序列 的 极限 分 布 律 , 即 所 谓 中 心 极限 问题 . 

第 七 章 研究 的 大 数 定律 是 这 种 类 型 的 问题 之 一 . 它 可 以 说 是 研究 独立 随机 变量 
和 收敛 到 单 点 分 布 的 规律 . 例如 

Bernoulli 大 数 律 可 等 价 地 叙述 为 : 若 P(&n, = 1)=p,P(&n =0)=1-p,tn,n= 
1 2 …: 独立 , 5% = 和 皇 十 … 十 如 则 


P(e) -zao-1 人 


1,7Z > 0， 


即 . 乡 D> ep 一 .22(0). 


在 时 期 的 另 一 个 极限 定理 是 
Laplace 定理 ”在 Bernoulli 情况 下 (p > 0,1-p>0) 


Sn—np 1 了 _z2 
Pla< < ) | 一 一 一 e Tdzr,g=1—?p. 
( Sn | 中 三 -saco=l-y 


这 等 价 于 儿 (s 3 | 一 .fr0,1). 








npq 
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这 一 定理 是 从 De Moivre 关于 二 项 分 布 的 近似 计算 公式 P(S。= 7 = 
. e- 空 ,x 二 了 一 "发展 来 的 . 





V27rnpq Vnpg 
研究 下 列 随机 变量 : 
611， 
£21, 622， 
£31, €32, £33, 


其 中 énk(k = Les ,n) 独立 ， Pl(éngk 一 1) = pn, P(éng =0) = 1—pn= gn,nNpn = A> 
0, 就 可 得 到 下 面 的 
Poisson 定理 设 9, = 六 6 当 n 一 0o0 时 


k=1 


A 
P(Sn = 有 一 He k= 0,1,2,.... 


这 个 结果 可 叙述 为 和 5 的 分 布 律 收敛 于 具有 参数 和 的 Poisson 律 P(A). 
由 于 以 上 三 个 定理 , 在 概率 论 中 引入 了 三 个 著名 的 分 布 律 : 
(i) 退化 律 ( 即 单 点 分 布 ).(a) : 分 布 函 数 F(z) = | 2 ” 特征 函数 f(t) = 


和 
ita. 
》 


(i) 正 态 律 N(a,0?) : 特征 函数 f(t) = ei 全 

(这 ) Poisson 律 P( 和 ,a,5) : 特征 函数 f(t) = eitatA(eib—1) 

由 于 特征 函数 的 引入 , 使 极限 理论 的 研究 有 了 一 个 有 力 的 工具 , 获得 了 一 系列 
重要 结果 . 例如 JInmnyHoB 定理 , Lindeberg 条 件 等 对 于 收敛 向 正 态 律 得 到 了 很 好 的 结 
果 (88.2 详 述 ). 随 着 对 中 心 极限 定理 的 了 解 逐 步 深入 , 概括 出 中 心 极限 问题 的 一 般 
提 法 如 下 : | 

设 名 pb = 1,2,… ,kn 是 独立 随机 变量 , 5% = 》 énp,n =1,2.…. 


k=1 
(1)S。 的 一 切 可 能 的 极限 分 布 律 是 哪些 分 布 律 ? 
(2) 求 出 S" 收敛 于 某 一 指定 的 极限 分 布 律 的 条 件 . 
如 果 对 énk 不 附加 任何 限制 , 那么 问题 (1) 就 没有 什么 实际 意义 , 因为 我 们 可 
以 取 一 具有 任 一 分 布 律 的 随机 变量 &, 而 令 


@ 


énl = é&,énk = 0,k = 2,.…- , Ken. 
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于 是 
(5n) — LZ(é). 


这 样 , 任何 分 布 律 都 可 以 作为 某 一 和 5; 的 极限 分 布 律 . 

根据 我 们 所 提出 的 问题 的 实际 背景 , 今后 我 们 永远 假定 {énx} 满足 “一 致 可 渐 
近 和 忽略” 条 件 : 
Pl(|énx| 之 E) 一 0(n 一 oo)， 对 一 切 e > 0. (U) 


TS。 


在 条 件 (U) 之 下 , 中 心 极限 问题 (1), (2) 获得 完整 的 解答 . 已 经 证 明了 一 切 可 
能 的 极限 分 布 律 是 所 谓 的 无 穷 可 分 律 . 关于 问题 (2) 也 找 出 一 般 的 充分 必要 条 件 以 
及 向 常见 的 分 布 律 一 一 退化 律 、 正 态 律 、Poisson 律 收敛 的 条 件 . 

本 章 我 们 将 在 更 强 的 条 件 下 , 即 具 有 有 界 方差 的 情形 下 , 解决 中 心 极限 问题 . 至 
于 一 般 的 无 穷 可 分 律 只 介绍 一 些 概念 和 结果 . 详细 地 证 明 请 读者 参看 有 关 文 献 . 


88.2 ”中 心 极限 定理 一 一 具有 有 界 方差 情形 


现在 我 们 来 解决 中 心 极限 问题 的 一 个 特殊 情形 , 即 所 谓 具 有 有 界 方差 的 情形 . 
具体 地 说 , 我 们 假定 独立 随机 变量 ex 大 = 1,… ,kn 具有 有 限 方差 o2， = Denk, 首 
先 设 它们 已 经 中 心 化 ， 即 Eénk = 0. 用 2 et ) 分 别 表示 és 的 分 布 律 和 特 


征 函 数 ， > 和 max 分 别 简 记 作 IL > 和 max. 极限 过 程 如 无 特别 声明 均 


1<k<kr, 


指 对 n 一 oo 来 取 的 . 我 们 假设 下 面 的 条 件 (©) 成 立 : 
max o2. 一 0， Dm < c<o0(c 与 n 无 关 ). (C) 


称 (C) 为 有 界 方差 条 件 . 
利用 Ue6prmes 不 等 式 , 对 于 任意 s > 0， 


1 
max Pllénk| 2 €) < 3 max on 


所 以 {énx} 满足 一 致 可 渐 近 忽略 条 件 . el ete 
一 个 特殊 情形 . 不 过 就 论证 的 主要 步骤 来 说 , 可 以 反映 出 一 般 情形 的 概况 , 只 是 
者 在 具体 的 论证 中 更 为 复杂 罢了 . 本 节 中 的 logz 一 律 表示 z 的 对 数 的 主 值 . 

引 理 1( 比 较 引 理 ) ”在 条 件 (C) 之 下 , 对 于 任 一 固定 的 t 来 说 , 当 n > nz( 充 
分 大 ) 时 logfnx(t) 存在 (有 限 ), 且 


> {logfnx(t) = (frr(t) —1)} — 0. (1) 
k 


一 0. 
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证 ”由 于 Eénx =0, 利用 第 6 章 86.1 性 质 6 中 的 公式 (23),(24) 可 知 


fnx(t) 二 让 二 Onn net [Onx| <1. 


因此 根据 条 件 (C)， 


£2 c 
max |fnglt) —1| < 3 max ok 一 2 [fnx(t) — 1| < 56. 


所 以 存在 ne 当 n> ne 时 ,| st 一 1|< ,从 而 利用 熟知 的 不 等 式 
log(1 + z) = z+0z2,|0| < 1, 当 |z| < 5 
得 知 logfnk(t) 存在 (有 限 ) 且 
logfnk(t) = fnx(t) —1+ Ong|fnr(t) — 1|, Ong| < 1, 
所 以 


< 2 Le — 1] 
< < mp frx(t) —1| 2 lfnxlt) — 1) —0. 
k 





D> _{logfng(t) — (fnr(t) — 1)} 
k 





我 们 的 目的 是 要 求 出 》 én 的 极限 分 布 律 . 为 此 我 们 只 需求 出 上 fnx(t) 的 极 
大 k 


限 或 等 价 地 求 出 oo{ Distald | 的 极限 ， 由 比较 引 理 ， 在 条 件 (C) 之 下 
k 

5》 logfnr(lt) 与 》 (fnr(t) -1) 有 相同 的 极限 (如 果 极限 存在 的 话 )， 因 此 , 为 了 

k k 


实现 我 们 的 目的 , 转 而 来 考虑 on 》 (kb 四 5 的 极限 . 令 
k 
Ynlt) = D>_(fnx(t) —1). (2) 
天 
由 于 瑟 内 = 让 zdPw = 0, 所 以 


-Df - 1 — itz) ) 广 z 2dPAK - /i wa Ds) 
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令 
Ln(B) = 上 0 = 2 z2dP = Be BY. (3) 


则 jp 是 RD 上 的 L-S 测度 , 且 一 致 有 界 . 
Hin (R(W) = ee 0 = > Z2dP = 二 Ym <e < 


dun 二 72. 同 由 
此 外 jn 是 关于 2 Pr 的 不 定 积分 , 而 TB , 同时 
天 





etitz 一 1 一 itr 
宅 - 寺 和 0 (ml 一 oo 时 ) 


zt 1] 一 法 £2 
一 一 一 一 7， (lz| 一 0). 


因而 Se 是 一 有 界 连续 函数 , 因此 关于 jw 可 积 . 于 是 根据 第 3 章 83.7 定 
天 7 推论 可以 将 办 () 表 成 如 下 的 形式 ， 


1 RE 
办 四 = | a. (9) 
下 面 我 们 证 明 , 当 ew 的 极限 (n -co) 存在 时 , et 的 极限 具有 形式 cy) 
4 的 = [a 0) 


其 中 / 是 有 限 L-S 测度 , 上 且 对 / 的 任 一 连续 区 间 I 了 pn(7) 一 AD 且 ARG) Se 
从 而 得 知 满足 (C) 的 和 的 极限 分 布 的 特征 函数 具有 形式 ew 中. 为 此 先 证 明 

引 理 2 (5) 中 的 1/ 与 沁 相 互 唯一 决定 . 

证 vw 由 唯一 决定 是 显然 的 . 今 证 上 由 光 唯一 决定 : 对 w(t) 求 导 , 根据 控 
制 收敛 定理 的 推论 : 





yO =1 fa, (0) 


y(t) = — / eitzqy. (7) 


因此 -w"(t) 是 有 限 L-S 测度 的 特征 函数 , B 因而 由 第 6 章 86.2 知 4 由 一 y(t) 唯一 
决定 , 从 而 5 由 区 唯一 决定 . 

引 理 3 ”ev"() -)( 某 一 )g(),t e RO 的 充分 必要 条 件 是 存在 有 限 L-S 测度 4， 
在 5 的 一 切 连续 区 间 I 上 有 ja) 一 AD, 且 在 此 条 件 成 立时 g(t) = ew 中 ,其 中 
人 由 (5) 式 确定 . 


88.2 中心 极限 定理 一 一 具有 有 界 方差 情形 . 391 . 


证 “由 于 绽 二 4 一 如是 RG) 上 的 有 界 连 续 函数 且 当 z -， co 时 以 0 为 极限 
因此 由 第 6 章 $6.3 定理 1 推论 知 , 车 对 /的 一 切 连续 区 间 了 有 jm(7) xD), 则 
/ ettz SS a dy / ettz 3 — itz i 

故 条 件 的 充分 性 获 证 . 并 且 g(t) = ev 
以 下 往 证 条 件 的 必要 性 : 设 ev" 一 g(t),t € 有 RD. 由 于 jm 一 致 有 界 , 根据 第 
6 章 86.3.2 定理 4, 存在 子 序列 {jww} 及 ji, 使 对 /的 一 切 连续 区 间 


pm (D 一 AD,m 一 oo. 


再 由 以 上 所 证 结果 知 ey' 区 一 ew) = g(t),w(t) 由 大 确定 . 与 第 6 章 86.4 证 明定 
理 2 的 方法 一 样 可 证 对 {jw} 的 任 一 子 序列 {punv} 皆 有 


mo 站 一 AD 一 oo. 


即 
Hn(D) = p(D,n 一 oo， D 


这 样 , 我 们 已 经 证 明了 满足 (C) 的 和 的 极限 分 布 的 特征 函数 此 有 eye) 的 形 
式 , 其 中 w(t) 由 (5) 决定 . 同时 也 证 明了 给 定 的 和 的 特征 函数 收敛 于 指定 的 极限 
特征 函数 eyG 的 充分 必要 条 件 如 引 理 3 所 述 . 这 里 g(t) 的 连续 性 不 需要 假定 , 而 
是 自然 的 结果 . 即 在 条 件 (C) 之 下 , 若 ew" 扩 收敛 向 g(t), 则 g(t) 必然 连续 , 因而 
evn(t) eyeyb 必然 为 特征 函数 . 

引 理 4 ”每 一 形 如 ew(? 的 函数 (其 中 w(t) 如 (5) 所 述 ) 都 是 一 随机 变量 的 特 
征 函 数 , 具 数 学 期 望 零 和 有 限 方差 o? = jy(R(D), 并 且 是 某 一 满足 (C) 的 和 的 极限 
分 布 律 的 特征 函数 . 

证 首先 , 由 于 


ettz 一 1 一 itz eitz—1—itr 
a a 
OD A 


其 被 积 函 数 对 z 来 说 是 RD) 上 有 界 连续 函数 , 因而 可 以 通过 将 [一 V, V) 分 成 小 区 
间 , 用 阶梯 函数 的 积分 来 通 近 : 设 分 法 了 为 


一 NN = zno < znl <… < znkp, 二 入 , (0 不 作 分 点 ). 
kn—1 


itz 
eznk — 1 — rnk 
2 Xlznkszntkt 1)) (2). 
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于 是 若 令 !(T) 表示 分 法 了 的 最 大 子 区 间 长 度 , 则 


N itr 1 ;2 
/ e > itr du = lim / gr (z)dp 
N 了 iT) >0 J[I_N,N) 


= 
Sa ] itbnk 
= ee 2 [Etank 十 Ank (e 由 1)], 


1 
其 中 AMnk = Ank, Zn(EHD)) onk 一 —AnkgTnk, Onk 一 Tnk. 由 此 可 见 
nk 


/ etitz 一 1 一 itz 
exp ——a dh 
(—N,N) ~ 


是 Poisson 型 特征 函数 的 乘积 的 极限 , 且 易 见 它 在 t = 0 点 连续 , 因而 是 特征 函数 ， 
因此 ev 也 是 特征 函数 的 极限 , 且 在 t = 0 点 连续 , 因而 e$*9 是 一 随机 变量 的 特 
征 函数 . 

其 次 ， 


d ettz 一 1 
一 ey ~ievt) [| 
pe ie / dp, 


aq? estr _1] < 时 
a = i2ewt) / du| 十 ; oo0 fe ?dy. 





利用 特征 函数 的 性 质 得 


二 如 
Ql 一 le lo -一 0， 


A 
Q2 二 i lo = fa = p(RW). 


这 里 al, aa 是 对 应 于 特征 函数 e*% 的 分 布 的 一 阶 和 二 阶 原点 矩 . 由 于 aa = 0, a2 
也 就 是 相应 的 方差 . 
最 后 , 取 同 分 布 独立 随机 变量 5&4,k = 1,… ,n 分 别 具 有 特征 函数 e*4(, 由 于 


1 eitz—1—itr,/1 
元 人 人) = /于吉 


1 
根据 本 引 理 的 第 一 部 分 en" 是 随机 变量 的 特征 函数 , 再 由 本 引 理 的 第 二 部 分 ， 


Bénk = 0,02 = Due = =p(RO), 所 以 


mgx os =» 0, Do = (RD) < o0, 
k 
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即 {nk} 满足 条 件 (C), 而 Sn 的 特征 函数 为 


I fn) = ey(t) _, evlt). 
k 


这 样 又 证 明了 ev 都 是 某 一 满足 条 件 (C) 的 独立 随机 变量 和 的 极限 分 布 律 的 特征 
函数 . 

定理 1 设 Enk, k= 1， 人 , En, 是 独立 随机 变量 . 五 Enk 二 0， 2 = Déng 有 限 ， 
且 满 足 


max ank 一 0, 2 om <c<oo. (C) 


i) 如 果 ] [jx 一 9, 则 g(t) 必 是 特征 函数 且 形 如 ew(9, 其 中 w(t) 由 (5) 
定义 因此 形 如 沁 ot 的 一 切 可 能 的 极限 分 布 律 的 特征 函数 关 与 一 切 形 如 evl0 的 
函数 类 重合 . 

刘 | D 6 | 一 (8), 县 felt) = evO( 由 i) felt) 必 具 此 形式 ). 的 充分 必要 
条 件 是 在 必 的 一 切 连续 区 间 了 上 yl) pu(7), 其 中 


IT2 
mB) = 上 dPe (8) 


而 4 与 w(t) 由 (5) 式 相互 唯一 决定 . 
这) 多 一 儿 (€), fel(t) = ew, 》 oak 一 DE 的 充分 必要 条 件 是 (8) 


k k 


式 中 的 jn 一 jp, 其 中 jy 和 w(t) 由 (5) 式 相互 唯一 决定 . 
证 首先 , 由 引 理 1 的 证 明知 在 条 件 (C) 之 下 , 对 固定 的 4, 当 n> mt 时 
》 logfnx(t) 有 意义 且 有 界 , 因而 如 果 [本 frr(t) 一 9(t), 则 由 引 理 1 及 引 理 1 之 后 
k 


几 人 的 的 定义 知 
lim ebn(t) 一 ‘lim exp { (frnxlt) 0} 
k 
= lim exp { Slog fo = g(t), 
k 


再 由 引 理 3 知 必 有 一 有 限 L-S 测度 1, 使 得 在 的 任 一 连续 区 间 了 上 ,pn (7) 一 AD 
且 此 时 
g(t) = ett®, 
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其 中 itr 1 
y(t) = /a 
这 样 i) 及 这 中 条 件 的 必要 性 获 证 . 
再 者 , 若 存 在 使 得 对 jy 的 一 切 连 续 区 间 了 均 有 jn(7 了 ) 一 p(T), 则 (RD) 有 限 ， 
由 引 理 3 知 相应 的 er 一 ev. 次 由 引 吾 1 知 ]T fox 的 = emp | 并 gj] 一 
k k 


ev 再 次 由 引 理 4 知 eyG 为 某 一 随机 变量 的 特征 函数 , 即 儿 (Pe) 二 
k 


2 儿 (&), felt) = ev 加 .因而 让 中 条 件 的 充分 性 获 证 . 
最 后 , 注意 到 An(RO)) = Dm 及 ARGO) = 12 Szevd lo = Dé, 再 由 这 
及 jn 一 4 的 定义 知 过) 成 立 . 口 
以 上 的 讨论 , 假定 了 所 考虑 的 随机 变量 已 中 心 化 . 以 下 讨论 非 中 心 化 的 情况 . 
设 éngpsk = 1,... ,Kn 独立 ,BE = Qnk, Dénk = 02. 存在 且 有 限 ， 并 满足 条 件 
(0), 令 


Prr(B) = Pe ons(B), fnk = eT nt fenr (t); (9) 
Im(B) = 5 上 ap (0) 

yn(t) = iant + 小 EE = Son; (11) 
Y(t) = iat+ / ea, u(R) < o0; (12) 
nlt) = pn(t) — iant, Vt) = pt) — iat (13) 


则 以 fk 代替 fk, 引 理 1 成 立 . 
引 理 5 (12) 中 的 水 与 (@,y) 相互 唯一 决定 . 
证 (a,pj) 决定 沙 显然 , 反之 , 由 于 
V(t) = a dp + ia, 多 (0) = ia. 


I 
的 rv fear 


因而 w(t) 唯一 决定 a 和 j. 口 
引 理 6 ”ie 加 的 一 ( 某 一 )g( 的 充分 必要 条 件 是 存在 有 限 L-S 测度 / 及 常数 
a, 使 得 在 4 的 一 切 连续 区 间 工 上 jw(7) 一 AD 且 on 一 oa. 
ie 和 区 的 极限 函数 为 ey(,%( 具有 (12) 的 形式 . 
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证 “条 件 的 充分 性 显然 . 今 证 必要 性 . 设 ev"( g(t). 由 于 {js} 有 界 , 根据 
第 6 章 6.32 定理 4 知 存在 子 序列 {jww} 及 有 限 LS 测度 六 使 对 /的 一 切 连续 
区 间 了 有 jw(D AD. 再 由 “一 上 一 :反对 固定 的 + 有 界 连 续 且 当 lz| 一 o0 时 
以 怜 为 极限 , 故 有 灰 ,( VW(). 因而 


eion’t 2 en (一 多 nr 人 区 = g(t)e— (n 2 oo)， 


由 第 6 章 §6.4 定理 3 知 必 存 在 w 使 ov 一 a. 于 是 g( = ev 中,y(t) 必 有 (12) 
的 形式 ， 最 后 由 和 与 (a 由 相互 唯一 决定 知 对 自然 数 的 任 一 子 序列 {n"}, 都 有 
linn (TD) 一 AT) Haw — a. 此 即 条 件 的 必要 性 获 证 . 口 

引 理 4 仍然 成 立 , 因为 e+/ 一-dn 是 特征 函数 为 el 一 dy 的 随机 
变量 的 线性 变换 的 特征 函数 . 

应 用 这 些 引 理 可 以 证 明 

定理 2 ” 设 6&4,k = 1…… ,kn 是 独立 随机 变量 ,awk 全 BeEnk,c2 全 Dénx 存在 且 
有 限 , 并 满足 





max Onk 一 0, 》 02. <c<o, (C) 
k 


则 
i) 如 果 IT ju 一 g(t), 则 g(t) 必 是 特征 函数 且 具 有 ew 的 形式 , 其 中 w(t) 
形 如 (12)， 从 而 满足 条 件 (C) 的 独立 随机 变量 和 的 一 切 可 能 的 极限 分 布 律 的 特征 
函数 类 与 一 切 形 如 ev 的 函数 类 重合 . 
旧 了 (并 ee] -2 且 的 = oO 人 形 如 (12) 5 的 特征 函数 必 具 此 
k 
形式 ) 的 充分 必要 条 件 是 在 /的 一 切 连 续 区 间 了 上 jn(T) ~ AD 且 》 an 一 a 
天 
其 中 un 由 (10) 确定 ,y 与 (a,4) 由 (12) 相互 唯一 确定 . 
这) 2( 寺 6 一 (8),fe(t) = ev 且 >》 oax 一 DE 的 充分 必要 条 件 是 
天 k 
的 
证 ”只 证 至 于 Di 的 证 明和 定理 1 的 证 明 类 似 , 不 再 玩 述 . 
者 I]fw() =» ol), We IL 一 g(t). 由 引 理 1 知 对 每 一 固定 的 4 
存在 nz， 当 对 mt 时 2 log fnx(t) ) 有 意义 目 有 办 瑚 的 一 》 [Fe 的 一 十 一 0， 
k 
于 是 
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exp {i emt + Dlog oh = 9(0), 
k 天 

exp Danrt + > (frr(t) — 0} 一 g(t). 
天 k 


即 
exp{wn(t)} — g(t). 
于 是 由 引 理 3' 知 g(t) = ev 器 ,y(t) 具有 (12) 式 定义 的 形式 , 因而 连续 . 于 是 
II fnxk(t) 一 ey 人 )， 
k 
evtt) 连续 , 因而 是 随机 变量 的 特征 函数 . i) 获 证 . 口 


我 们 现在 利用 所 得 到 的 定理 推出 收敛 于 具体 给 定 的 分 布 律 的 条 件 . 
1。 收敛 于 正 态 律 . , 
正 态 律 N(0,1) 的 特征 函数 为 。 子 ， 即 w(t) = 5. 故 由 (5) 知 与 V(b) 相应 的 
/ 为 
u({0}) = 1,p(RY - {0}) = 0. 


由 于 唯一 性 引 理 ( 引 理 2) 只 有 上 述 的 jy 与 N(0,1) 对 应 . 为 了 给 出 收敛 于 正 态 律 
的 条 件 , 若 BEnk = 0, 只 需 给 出 yn(7) 一 AT) 的 条 件 (其 中 了 工 不 以 0 点 为 端点 ), 即 


| z2dP — 1,e >0, 
k "lzlge 


> Z2dPe 一 0,0<E5l1 <E2， 
k vel<|zl|<ez 
如果 024 一 1 (或 了 084 一 1), 则 必须 且 只 需 

k k 


》， / zdPe,, — 0,e > 0. (14) 
k “|zl>e 


而 后 一 条 件 成 立时 ， 
max On = mgx /de eli+ max Bs rz2dPe,, 
对 任意 s > 0 成 立 , 因而 条 件 (14) 蕴含 着 max o2; 一 0, 于 是 有 
定理 3 设 ky,k 一 1,… ,kn 独立 且 Eén = 0,02 = Dém 有 限 , = 
bm) - 
k k k 
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N(0,1) 且 max nk 一 0 的 充分 必要 条 件 是 


gn(e) = 元 zZ2dP， 一 0. 口 
k v zl>e 


特别 , 设 皇 , 纪 ,… 是 一 独立 随机 变量 序列 , Bé,, 和 De 存在 有 限 , n = 1,2,……. 
取 
ék — EE 
上 wk 一 ER 1 ,my 32 2 


n 


显然 它们 满足 定理 3 的 条 件 . 设 乓 (z) 是 & 的 分 布 函 数 , 易 见 &% 的 分 布 函数 
Fak(T) = Fr(Snz + BEBér), 于 是 

n(E) 一 2dF, p(T 

oO > / z2dRk 人 ) 


zr|>e 
a 也 zz— Et 2 
-|/. 本 | dFx(z) 


1 忌 | 3 
= rT— bEér|’dFx(7z) 
92 2 ae ( 


1 n 
< 2 
€ Sn k=1 
1 下 2 十 6 
= 5 
E On 天 一 1 


其 中 5 可 以 是 任意 的 正 数 , 由 此 即 得 以 下 两 个 推论 . 
推论 1(Lindeberg-Feller 定理 ) ” 设 {tn} 是 独立 随机 变量 序列 , Eé, 及 Dé = 
cx 存在 , 则 


>》 (6 — Eéx) 


Ges —» N(0, D 及 max 可 一 0 


的 充分 与 必要 条 件 是 对 任 一 。 > 0， 
人 1 TT— 2 一 UL 一 i 
gn(e) 加 92 Dy | | de n 人 


上 述 条 件 称 为 Lindeberg 条 件 . 
推论 2(JIanmyaoa 定理 ) ” 设 {&} 是 独立 随机 变量 序列 , 具有 有 限 的 数学 期 望 
Eén 和 方差 Dé 且 对 某 一 5>0 


1 nn 
Gare SElé — Eé|?+ 一 0, (n 一 oo). 
n k=l 
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则 
》 (全 一 BE 
2( 所 和) 一 N(0,1). 


2" 收敛 于 Poisson 律 . Poisson 律 _P(A) 的 特征 函数 为 ex(e -0， 即 p(t) = 
放 入 十 入 (et 一 1 一 计 ), 由 此 可 见 , 相应 于 定理 2 的 jy 为 


HA) = AGRO {1})=0. 


仿照 上 面 1° 的 论述 , 可 得 
定理 4 设 ck = 1,… ,kn 是 独立 随机 变量 , 具有 有 限 的 数学 期 望 FE 
和 方差 Dénx = co2 = 1 ,kn,n = 1,2,… 且 max at 一 0,》 ct 一 入 则 
k 


2( 于 ee) 一 PO) 的 充分 必要 条 件 是 > Bnk 一 和 且 对 任 一 。> 0 
k k 


By/ ZIdPe, BE 一 0. 口 
k “|z 一 直 >e 


至 于 收敛 向 退化 律 , 可 以 看 作 收敛 向 正 态 律 N(0,0) 的 特殊 情形 而 得 到 其 判别 
准则 . 
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在 88.2 我 们 在 有 界 方差 情形 下 ( 即 {énx} 满足 条 件 (C)), 讨论 了 独立 随机 变量 
和 > énx 的 极限 分 布 问题 . 对 于 一 般 情 形 , 即 {Sok, = 1 … ,kn} 独立 , n = 1,2,… 


且 满 足 一 致 可 渐 近 名 略 条 件 (U) 的 情形 , 中 心 极限 问题 也 已 获得 了 完整 的 解答 . 已 
经 证 明了 一 切 可 能 的 极限 分 布 律 是 无 穷 可 分 律 . 下 面 我 们 对 无 穷 可 分 律 的 定义 、 条 
件 (U) 的 等 价 形式 、 中 心 极限 定理 的 -- 般 结果 及 收敛 向 正 态 律 、Poisson 律 、 退 化 
律 的 判别 条 件 作 一 简单 介绍 , 其 证 明 请 读者 参看 [1] 或 [13] 

定义 ”一 个 分 布 律 称 为 无 穷 可 分 律 , 如 果 它 的 特征 函数 f 具有 以 下 性 质 : 对 
于 每 一 mw 都 存在 一 个 特征 函数 f 使 = 所 . 这 时 我 们 也 称 特征 函数 f 是 无 穷 可 
分 的 

换 句 话说 , 无 穷 可 分 律 是 这 样 的 一 种 分 布 律 , 对 于 任意 n, 总 存在 n 个 独立 同 
分 布 的 随机 变量 , 使 得 它 刚 好 是 这 ”个 随机 变量 和 的 分 布 律 

许多 常见 的 分 布 律 都 是 无 穷 可 分 的 . 例如 退化 律 、 正 态 律 和 Poisson 律 都 是 无 
寡 可 分 的 . 在 第 2 节 所 述 的 一 切 形 如 ev 中 (w(t) 形 如 (12)) 的 特征 函数 都 是 无 穷 可 
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分 的 . 这 是 因为 
evlt) 一 ciat+ sie dp(z) _ = [ei#t+/ dhe)]n 全 [eyn 的 ]”， 
其 中 jn 二 ph evn(b) 仍然 是 特征 函数 . 
定理 1 ”任何 有 限 个 无 穷 可 分 的 特征 函数 的 乘积 仍 是 无 穷 可 分 的 . 无 穷 可 分 
律 的 极限 分 布 仍 是 无 穷 可 分 律 . 
定理 2 ”每 一 无 穷 可 分 的 特征 函数 均 具 有 ey(9 的 形式 , 其 中 


而 三 / (e* -1- We ) 王 天 ot (1) 


其 中 以为 RD 上 有 限 L-S 测度 . 且 % 与 (a,y) 相互 唯一 决定 ( 记 作 = (o, 及 ) 

定理 2 相当 于 特征 函数 的 唯一 性 定理 , 而 下 面 的 定理 3 则 相当 于 特征 函数 的 
连续 性 定理 . 

定理 3 如果 a 一 a,pn 一 则 一 纱 . 反之 ,车 如 一 9,9 在 原点 处 连 
续 , 则 an 一 a,pn 一 而 g=W= (a, 1). 

定理 4(U 判 据 ) “条件 (U) 与 下 列 条 件 (U1) 或 (U2) 分 别 等 价 : 





max / 二 Fe 2 (U1) 
max|f8 一 1| 一 0, 在 t 的 任 一 有 限 区 间 上 一 致 成 立 . (U2) 
定理 5 (中 心 极 限定 理 ) 设 tp,k = 1,… ,kn 是 独立 随机 变量 , 满足 条 件 
,RE Pl(|énk| > 8) — 0(n 一 00), 对 一 切 e > 0. (U) 
则 
1) 和 3 的 一 切 可 能 的 极限 分 布 律 是 一 切 无 穷 可 分 律 ; 


k=1 


2) 2( Dé) _，2o(6) 5 具有 特征 函数 cy( ,其 中 
天 





Wt) = ita / 人 一 1 一 | Le ——du(z), 
式 中 ae RD,p 是 RY 上 有 限 L-S 测度 的 充分 必要 条 件 是 


w 
Cn 0, Hn Hh 
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其 中 
~ 
an = 5 {emt / Essar 
k 
2 . 
I 
n(A)= — dP ,a,,,AE€ B01. 
[a ( ) > 1+z2 Enk nk) E 
而 


人 天 二 ZdPe ， 
ys E 
7 是 任意 取 定 的 一 个 正 数 
n 二 1,2,… 满足 条 件 (U), 则 
1) 和 》 én 一 an 的 一 切 可 能 的 极限 分 布 律 是 一 切 无 穷 可 分 律 ， 
k 
2) 存在 常数 序列 on 使 2 ( Dk - on ) 收 全 的 充分 必要 条 件 是 jn ( 菏 
一 ) 其 中 加 
T 
Ln(A) > TE énranks 
而 
Qnk = 人 TdPe,,. 


在 收敛 的 情况 下 , 序列 {a,} 并 不 是 唯一 的 , 一 切 可 能 的 ov 都 具有 ,= an 一 
a 十 o(1) 的 形式 . 其 中 a 是 任 一 有 限 常数 


Qn = 2 {em 二 Td) 
而 相应 的 极限 分 布 律 的 特征 函数 具有 形式 


ev yp = (@, p). 


定理 7( 中 心 收敛 判 据 ) 设 Cn k= 1, 2, Ea kn 是 独立 随机 变量 ， = 1, 2, Dp 
满足 条 件 (U), 则 
I fnx 4 f = ev,y 一 (a, 4) 
k 


的 充分 必要 条 件 是 
i) 对 于 一 切 使 x({z})=0 的 z， 


z 2 
DFe,, (2) 一 / a 计 dp, 当 z < 0. 
天 一 Oo 
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oo 1 十 2 
2 {1 Fe)} | a dp, 当 zx > 0. 
天 2 


2 
mm/ eee (| ee) -th 
Se |z|<e |z|<e 


其 中 “lim lim … 二.…” 表示 “lim lim …= lim lim .…=.…”, 


E 一 0 也 一 co 


E 一 0 元 一 55 < 一 0 元 一 55 
ii) 对 于 一 个 固定 的 7 > 0,[-mr) 是 的 连续 区 间 ， 


1 
/| rdPe,; — ot/ Zd1 -/ 一 0 
有 vilzl<r lz|<r lzl>7 7 


最 后 我 们 介绍 一 下 收敛 向 正 态 律 、Poisson 律 和 退化 律 的 判别 准则 . 
我 们 用 onk(r) 及 c2x(r) 分 别 表示 énk 在 7 处 截 制 的 随机 变量 5&7 的 数学 其 
望 和 方差 , 即 | 











Pe 


Qnk(T) 一 / TdPenk, 
|z|<r 


2 
o2.(7) 到 / Z2dPe 2 (/ sdPe,, ) 
|z|<r |z|<r 


1° 向 正 态 律 N(a,o?) 收敛 . 
N(a,o?) 的 特征 函数 对 应 的 w(t) = (a, 1), 4(R) = p({0}) = 02. 
定理 8 ( 正 态 收敛 判 据 ) 设 6&4,k = 1,… ,kn 是 独立 随机 变量 , n = 1,2,…. 
则 
Z (Dex) -wenmaxP(enl > 6) = 0, (WH 企 e > 0) 
k 


的 充分 必要 条 件 是 以 下 三 条 件 同 时 成 立 . 


> ,P(》 lsnk| > e) 一 0 对 任 一 e > 0， (Ni) 
k 
》jo24(7) 一 02, 对 某 一 + > 0， (N;) 
k 
> ank(T) 一 a, 对 某 一 + > 0. (Ns) 
k 


推论 1 设 54,k = 1.… , 扣 是 独立 随机 变量 ， (Den) 收敛 , 则 极限 律 
是 正 态 的 并 且 {én} 满足 条 件 (U) 的 充分 必要 条 件 是 


P 
ox [énx| 一 一 0. 


2" 向 Poisson 律 P(A) 收敛 . 
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E A 入 入 
Poisson 律 P(A) 的 特征 函数 对 应 的 y(t) = (Fs 4) ,Re) = 4({1}) = 了 
定理 9 (Poisson 律 收敛 判 据 ) 设 和 kb 大 = 1,2,… ,kn 独立 , n = 1,2,… 满足 
条 件 (0), 则 儿 ( 6x ) 一 P(r) 的 充分 必要 条 件 是 以 下 三 条 件 同时 成 立 
k 


并 / im.-oa 1/ 
k yz 一 1I<= 
1z 一 11>e “ 


dPe, 一 入 ,对 任 一 e € (0,1)， (P1) 


》 a2.(7) 一 0, 对 于 某 一 + €& (0,1)， (P2) 
k 
》 "ank(r) 一 0, 对 于 某 一 re (0,1). (Ps) 
k 
3° 向 退化 律 .2(0) 收敛 . 
退化 律 2(0) 可 以 看 作 特 殊 的 正 态 律 N(0,0), 我 们 有 
定理 10 (退化 收敛 判 据 ) 设 名 天 = 1,… ,kn 独立 , 则 
EA énk | — (0) 
(Ze 
且 {énx} 满足 条 件 (U) 的 充分 必要 条 件 为 对 于 每 一 e > 0 及 一 个 > 0， 


于 六 dPénk 一 0， (D1) 
k rz 之 E 
2 cx(n) 一 0 (D?) 
k 


>》 ,ank(7) 一 0. (D3) 
k 


由 此 立 得 
推论 2 ”如 果 {&%} 是 独立 随机 变量 序列 , bu T co, 则 


Dé 
4( 导 - ) 一 .22(0) 
bn 
的 充分 必要 条 件 是 对 每 一 。 > 0， 


> / dPe — 0, 
k v |z|>cbn 
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| (1 mm) ) 
了 I 2dP, rdP. 一 >》 0， 
如 艺 Be 


下 二 
号 2 | zdPe. — 0. 
习题 及 补充 

1. 设 &pyk 二 1,… ,kn 独立 ,， Eénk = 0,Dénkp = 02 有 限 ,k= 1 ,kn,n = 
1,2,… 且 满 足 条 件 (C) 


max ank 一 0 2 <c<o. (C) 


若 [ fw(O g(t), 则 Dé 依 分 布 律 收敛 , 极限 函数 具有 ev 的 形式 , 且 g(t) = 


ev a.e.(L 测度 ), 其 中 yt ) 为 
itr _ 1 一 主 
Vt) = 小 一 一 一 少 
4 是 有 限 L-S 测度 . 
? 设 6 6 … 是 独立 随机 变量 序列 5。 了 2 如 一 DDe. 试 判 断 在 下 
述 哪 种 情况 下 a TE 
Ze) —» N(0,1). 
i) P(éx = —2*) = P(é; = 2*) = 天 = 1,2,.…， 
这 P(éx 2k) = Pl(ék 一 一 25) 一 2 一 (2k+Dl1)， 
也 ( 尔 =0)=1 一 2-2 一 1)2 
ii) P( = 及 = P( = -月 一 5 
P(é =0)=1—k-3,k=1,2,.... 
3. 设 5% 是 n 次 独立 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 , pk 为 第 k 次 试验 4 出 现 的 
Sn 一 》 Pr 


TI 
im P|  *! .<y - 志 / e- 扩 dt 
一 oo 


>》 pk(1 — Pk) 
| k=1 


的 充分 必要 条 件 是 了 px(1 -pi) = 


k=1 
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4. 设 EC 独立 ， 且 
Pen —n°) = Pl(én = n°)= > 
试 证 : 在 a> -3 时 , amryHoB 定 理 的 条 件 满足 . 
5. 求证 ， 
pa Lo 
i 
(提示 : 应 用 JanmyaoaB 定 理 到 这 样 的 独立 随机 变量 之 和 上 去 : &x 均 按 参数 入 = 1 的 
Poisson 律 分 布 .) 
6. 设 £1, &2, i 独立 且 一 致 有 界 ， 则 当 


s2=) Dé 一 oo 


大 一 1 


n 


Déx — Eé:) 
2( 邱 一) 一 N(0,1). 


Sn 


四 
D] 
[3] 
团 
[5] 
[6] 
四 


[8l 
[9] 


[0 
[11] 
[12] 


[13] 
[4 
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条 件 概率 ”5.1 
条 件数 学 期 望 ”5.1 
条 件 分 布 5.5.1 
条 件 分 布 函数 ”5.5.1 
尾 o- 代 数 7.1 
尾 事件 7.1 
尾 函 数 7.1 
尾 等 价 7.1 


连续 区 间 (关于 j 的 ) 6.2.1 


八 画 
事件 1.2.1 


内 容 索 引 


内 容 索 引 


事件 类 1.2.2 
直线 上 的 Borel 域 ( 集 ) 1.3.2 
单调 类 1.3.3 
函数 的 正 部 和 人 负 部 ”2.2.2 
函数 的 上 (下 ) 确 界 2.2.2 
函数 的 上 (下 ) 极限 2.2.2 
函数 形式 的 单调 类 定理 ”2.2.4 
函数 的 差分 2.3 
例外 集 2.5.1 
依 测度 收敛 ”2.5.2 
依 概 率 收敛 ”2.5.2 
单调 收敛 定理 ”3.2.1 
转移 测度 5.4 
o- 有 限 转 移 测度 “5.4 
一 致 -有 限 转移 测度 ”5.4 
转移 概率 ”5.4 
转移 概率 矩阵 5.4 
依 概率 PP 稳定 7.0 

九 画 
测度 1.4.1 
正规 测度 “1.4.1 
测度 空间 “1.4.2 
测度 的 扩张 与 限制 ”1.5.1 
测度 扩张 定理 ”1.5.2 
测度 完全 化 定理 ”1.5.3 
测度 的 弱 收 敛 ”6.3.1 
独立 1.6. 
事件 41,teT 独立 1.6.1 
事件 类 Ci,t eT 工 独 立 1.6.1 
随机 变量 族 &4,téT 独立 2.4 
独立 类 扩张 定理 ”1.6.2 
逆 象 “2.2.1 
B 在 了 之 下 的 逆 象 2.2.1 
在 了 之 下 的 逆 象 2.2.1 
复合 映射 定理 ”2.2.1 
相关 和 矩 ”3.4.1 
相关 系数 3.4.1 
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相关 方 阵 3.4.1 
测度 的 卷 积 ”6.2 
逆转 公式 ”6.2.1 
标准 分 布 函数 ”6.2.1 
十 画 
乘积 空间 1.3.4 
乘积 集 1.3.4 
乘积 cc- 代数 ”1.3.4 
矩形 1.3.4 
矩 3.4.1 
k 阶 原点 矩 ”3.4.1 
k 阶 中 心 矩 ”3.4.1 
7 阶 绝 对 矩 。”3.4.1 
乘法 定理 3.4.1 
积分 变换 定理 ”3.4.2 
离散 型 随机 变量 “3.5.1 
积分 一 致 连续 ”3.6.2 
积分 一 致 有 界 3.6.2 
乘积 测度 4.1 
乘法 公式 ”5.1 
特征 函数 ”6.1.1 
积分 特征 函数 6.4 
特征 函数 极限 定理 ”6.4 
特征 函数 的 非 负 定性 6.5 
随机 变量 2.1 
随机 函数 5.3 
十 一 画 
基本 事件 空间 “1.2.1,1.4.2 
符号 测度 3.7.1 
基本 不 等 式 7.2,3.6.ex. 
唯一 性 定理 6.2.1 
混合 条 件 分 布 5.5.1 
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最 小 c- 代 数 1.3.2 

最 小 集 - 代数 1.3.1 
最 小 单调 类 1.3.3 

集合 形式 的 单调 类 定理 1.3.3 
集 函 数 1.4.1 

可 加 集 函 数 ”1.4.1 

有 限 可 加 集 函 数 “1.4.1 
0 一 可 加 集 函 数 ”1.4.1 

有 限 集 函 数 1.4.1 

0 一 有 限 集 函 数 1.4.1 
集 函 数 的 上 、 下 、 全 变 差 3.7.1 
集 序列 的 上 极限 1.2、ex 
集 序列 的 下 极限 1.2、ex 


内 容 索 引 
最 佳 均 方 逼 近 5.2.3 
十 三 画 以 上 
概率 1.4.1 


概率 空间 (概率 场 ) 1.4.2 
概率 样本 空间 5.5.3 
简单 函数 ”2.2.2 

数学 期 望 3.4.1 
概率 分 布 密度 3.5.3 
著 、 上 诸 、 下 载 5.2.ex 
截 集 4.1 

截 函 数 4.1 
增 量 不 等 式 ”6.1.2 

截 制 法 5.2.2, 7.2 


